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Получены новые решения для тензоров 
эффективных пироэлектромагнитных 
свойств пьезоактивных композитов на 
основе решения связанной краевой 
задачи электромагнитоупругости. При 
решении краевой задачи использова-
ны новые решения для сингулярных 
составляющих вторых производных 
функций Грина для перемещений 
электрических и магнитных потенциа-
лов в однородной трансверсально−
изотропной пьезоэлектромагнитной 
среде с эллипсоидальным зерном не-
однородности. Представлены резуль-
таты расчета концентрационных за-
висимостей эффективных коэффици-
ентов пиро− и электромагнитной свя-
занности композита феррит/титанат 
бария с эллипсоидальными сфериче-
скими волокнистыми включениями для 
различных полидисперсных структур 
и композита со слоистой структурой. 
Выявлено значительное влияние фор-
мы включений, особенностей взаимно-
го расположения и инверсии свойств 
фаз на эффективные коэффициенты 
пиромагнитной и электромагнитной 
связанности композита. Сделан вывод 
о предпочтительном использовании 
пироэлектрика в качестве сферических 
включений в феррит−матрице компо-
зита. Что позволяет более чем в пять 
раз увеличить эффективную константу 
пиромагнитной связанности компози-
та в сравнении с ее значением для той 
же структуры, но с инверсией свойств 
фаз при фиксированных значениях 
объемного содержания ферритовой и 
пироэлектрической фаз.

Ключевые слова: пьезокомпозит, 
краевая задача электромагнитоупруго-
сти, эффективные пироэлектрические 
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Введение

Датчики для преобразования 
неэлектрических величин в элек-
трические позволяют использо-
вать электроизмерительные при-
боры для измерения самых разных 
физических величин. Для связи 
магнитного и электрического по-
лей применяют магнитоэлектрики, 
при помещении которых в магнит-
ное поле в них возникает электри-
ческое поле. Величина индукции 
электрического поля пропорцио-
нальна значению напряженности 
магнитного поля. Магнитоэлектри-
ческий эффект можно наблюдать 
у ряда веществ в антиферромаг-
нитном состоянии. Он обусловлен 
специфической симметрией рас-
положения магнитных моментов 
в кристаллической решетке веще-
ства. Для связи интенсивности те-
плового инфракрасного излучения 
с электрическим полем исполь-
зуют материалы с пироэлектри-
ческим эффектом — появлением 
электрических зарядов на поверх-
ности некоторых кристаллов при 
их нагревании или охлаждении. 
Появление зарядов на поверхности 
пироэлектрика связано с измене-

нием существующей в нем поляри-
зации при изменении температуры 
кристалла.

Магнитоэлектрический и пи-
ромагнитный эффекты возникают 
у пьезокомпозитов, содержащих 
пироэлектрические и пьезомаг-
нитные фазы. Если такой компо-
зит поместить в магнитное поле, 
то будет деформироваться пьезо-
магнитная фаза, а вместе с ней и 
пьезоэлектрическая фаза и весь 
композит в целом. В силу дефор-
мации пьезоэлектрической фазы 
в композите возникнет электри-
ческое поле. И на макроуровне 
композита вектор индукции элек-
трического поля будет связан с 
вектором напряженности магнит-
ного поля тензором эффективных 
магнитоэлектрических констант. 
В случае нагрева композита будут 
совместно деформироваться все 
его фазы. При этом в пироэлек-
трической фазе возникает элек-
трическое поле, обусловленное 
пьезо− и пироэффектом фазы, а в 
пьезомагнитной фазе — магнитное 
поле. В результате у композита 
при нагреве возникнет как элек-
трическое, так и магнитное поле, 
величина и ориентация которых 
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будут определяться тензорами эффективных пиро-
магнитоэлектрических констант.

Разработка новых пироэлектромагнитных пье-
зоматериалов и создание устройств на их основе 
— активно развивающееся направление сегнетоэ-
лектрического материаловедения [1—3]. В компози-
ционных материалах такие эффекты, как пиро− и 
электромагнитная связанности, могут по отдельности 
отсутствовать в каждой из фаз. Их возникновение на 
макроуровне композита связано с взаимодействием 
элементов структуры на микроуровне [4, 5]. 

Ниже рассмотрено решение для эффективных 
пироэлектромагнитных свойств композита с пьезо-
активными фазами, полученное в рамках известного 
и хорошо апробированного подхода статистической 
механики композитов [6—8]. В этом подходе с ис-
пользованы новые решения [9] для сингулярных со-
ставляющих вторых производных функций Грина 
однородной трансверсально−изотропной пьезоэ-
лектромагнитной среды с эллипсоидальным зерном 
неоднородности.

Микро− и макроуровни

Рассмотрим двухфазные пьезоактивные среды 
в представительной области V, определяющие соот-
ношения для фаз  [5, 7, 8]:

  (1)

где σ — напряжение; D , B  — индукции электри-
ческого и магнитного полей соответственно; ε — де-
формация; E , H  — напряженность электрического 
и магнитного полей соответственно; Θ — темпера-
тура однородного внешнего нагрева; Cf, ef, hf — счи-
тающиеся известными для каждой фазы f тензоры 
упругих, пьезоэлектрических и пьезомагнитных 
свойств соответственно; λf, µf — диэлектрическая 
и магнитная проницаемости; βf — температурный 
коэффициент; πf, ϑf —  пироэлектрические постоян-
ные. Выполняются условия идеального контакта на 
межфазных поверхностях: непрерывность векторов 
перемещений, напряжений, индукций электрическо-
го и магнитного полей. Тензоры C*, …, ϑ* эффектив-
ных свойств входят в определяющие соотношения 
на макроуровне композита:

  (2)

и связывают осредненные или макроскопические 
значения напряжений *σ = σ , деформаций *ε = ε ,

индукций * =D D  и * =B B , напряженностей
* =E E  и * =H H  электрического и магнитного по-

лей соответственно (где  〈…〉 — оператор осреднения 
по области V структурных полей).

Обобщенное сингулярное приближение

Решение для тензоров эффективных упругих 
свойств C*, диэлектрической λ* и магнитной µ* про-
ницаемостей, пьезомеханических свойств e* и h*, ко-
эффициентов электромагнитной связи χ*, k* и темпе-
ратурных напряжений β*, вектора эффективных пи-
роэлектрических π* и пиромагнитных ϑ* постоянных 
в определяющих соотношениях (2) на макроуровне 
композита в обобщенном сингулярном приближении 
[6, 8] получим через поправки к соответствующим 
осредненным по области V значениям: 〈C〉, …, 〈π〉:

 
  

(3)

где  ,…,  — тензоры 
разностей; v1 — относительное объемное содержание 
первой фазы в V (например, 〈C〉 = v1C1 + v2C2, где ν2 
= 1 – v1). Формулы (3) сводят задачу определения 
тензоров эффективных пироэлектромагнитоупругих 
свойств C*, λ*, …, ϑ* пьезокомпозита к нахождению 
тензоров разностей

осредненных по включениям 〈…〉1 и матрице 〈…〉2 ком-
позита значений тензорных полей A(r), B(r), …, T(2)(r), 
входящих в разложения
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микроуровневых полей деформаций ε(r) и напряжен-
ностей электрического ( )E r  и магнитного ( )H r  полей 
в области V композита через заданные на макроу-
ровне композита значения ε*, *E , *H , Θ. Компонен-
ты тензоров sA , Bs , sD , sF , Hs , Ms , (2)sT  в форму-
лах (3) находим из решения систем алгебраических 
уравнений [9]:

 

  

(4)

   (5)

    (6)

   (7)

где коэффициенты a(1,1), a(1,2), …, a(3,3) рассчитываем 
как 

 
 

  

(8)

Правые части для первой системы уравнений (4) 
имеют вид

 
 (9)

Для второй и третьей систем (5) и (6) можно запи-
сать 

 
 (10)

 
 (11)

И наконец для четвертой системы (7): 

 
 (12)

В системах уравнений (8)—(12) нижние индексы 
в круглых скобках (ik) обозначают выделение сим-
метричной составляющей по этой паре индексов [6]. 
Тензоры разностей можно записать как

   (13)

В формулы (8)—(12) входят новые решения [9] 
для тензоров Us, Us(1), …, Ψs(2) сингулярных состав-
ляющих вторых производных функций Грина G 
однородной анизотропной пьезоэлектромагнитной 
«среды сравнения» [6], свойства которой заданы че-
рез тензоры: C•, e•, h•, •, • (см. систему уравнений 
(13)):



 293

 
 

(14)

   

где, G = G( ) — функция Грина; δ( ) — дельта−
функция Дирака;  = r − r1 (в точке r1 действует 
единичная объемная сила или электрический, или 
магнитный источник); ∇ — оператор дифференци-
рования по координатам вектора r. Компоненты Us, 
Us(1), …, Ψs(2) матрицы Gs в системах уравнений (8)—
(12) и (14) вычисляем по формулам:

Здесь оператор

действует на компоненты тензоров

 

;

где

 

 (15)

ϕ, ϑ — полярные углы в сферической системе коор-
динат [9]. Поверхность эллипсоидального «зерна не-
однородности» [6] задана равенством

 

  (16)

через значения главных полуосей ai в системе урав-
нений (9) и xi = r(1)i − ri — координаты вектора x.

Отметим, что решения систем уравнений 
(3)—(16), полученные в обобщенном сингулярном 
приближении, соответствуют структурам «стати-
стическая смесь», у которых отсутствует корреля-
ция физико−механических свойств в произвольных 
различных точках микронеоднородной среды, но 
учитывается форма включений через форму зерна 
неоднородности (см. выражение (16)). Статистиче-
ские смеси можно представить на основе предельно 
полидисперсных структур [10]. Например, на рис. 1 
приведены фрагменты в поперечной плоскости r1r2 
для различных случаев однонаправленных вдоль r3 
волокнистых полидисперсных двухфазных струк-
тур. Распределение частиц (поперечных сечений 
однофазных (см. рис. 1, б) и двухфазных (см. рис. 1, 
а и в) волокон) по размерам достаточно широко, 
включая и бесконечно малые. Это обуславливает 
возможность заполнения частицами всей области 
V композита, не допуская корреляции размеров и 
типов (см. рис. 1, б) для различных частиц струк-
туры.

Численный расчет

Проведем расчет эффективных коэффициентов 
пиромагнитной ϑ*

3 и электромагнитной κ*
33 связанно-

сти композита феррит/титанат бария с ориентиро-
ванными эллипсоидальными включениями, главные 
полуоси ai которых ориентированы вдоль соответ-
ствующих осей r3 (см. равенство (16)). Пусть первая 
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Рис. 1. Фрагменты полидисперсных двух− (а, в) и однофазных 
(б) структур:

 – первая фаза;  – вторая фаза
Fig. 1. Fragments of Polydisperse (a, c) Two and (b) Single Phase 

Structures:
( ) First Phase; ( ) Second Phase

а

б в
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фаза — это феррит [1], изотропные упругие свойства 
которого заданы через независимые компоненты C. 
Трансверсально−изотропные магнитные свойства 
с осью симметрии r3 заданы через пьезомодули h и 
магнитные проницаемости µ (таблица).

Вторая фаза – это титанат бария [5] с незави-
симыми постоянными трансверсально−изотропных 
электроупругих свойств C, e, λ, β, π (см. таблицу).

На рис. 2 представлены результаты расчета 
концентрационных зависимостей для эффектив-
ных коэффициентов пиромагнитной ϑ*

3 (рис. 2, а и 
в) и электромагнитной κ*

33 (рис. 2, б и г) связанности 
композита феррит/титанат бария с включениями 
различной формы для различных полидисперсных 
структур:

− с ферритовыми волокнами в пироэлектрике 
(см. рис. 1, а и рис. 2, кривые 5, 6, 10);

− с пироэлектрическими волокнами в феррите 
(см. рис. 1, в и рис. 2, кривые 1, 2, 8);

− с взаимопроникающими фазами (см. рис. 1, б 
и рис. 2, кривые 3, 4, 9). 

Отметим, что решение системы (3) для эффек-
тивных констант ϑ*

3 и κ*
33 (см. рис. 2, а и б, кривые 

7) при переходе к пределу q → 0 для зерна неодно-
родности (16) «слой» в точности совпало с анали-
тическими решениями, полученными в работе [11] 
для констант ϑ*

3 и κ*
33 слоистого композита (с учетом 

осевой симметрии зерна a1 = a2 и обозначения q = 
a1(2)/a3). При переходе к пределу q → ∞ для зерна 
неоднородности «волокно» решение системы (3) для 
эффективной константы κ*

33 (см. рис. 2, г, кривая 8) 
в точности совпало с аналитическим решением 
асимптотического метода осреднения для идеаль-
ной периодической волокнистой структуры, полу-
ченным в работе [12]

где    
k12 = (C1111 + C1122)/2 — модуль объемной плоской 
деформации; G12 = (C1111 + C1122)/2 — модуль сдвига 
в плоскости изотропии r1r2.

Результаты расчета, представленные на рис. 2 
для различных полидисперсных структур (см. 
рис. 1), получены в обобщенном сингулярном при-
ближении (3)—(16) соответственно, для трех раз-
личных случаев выбора свойств среды сравнения 
в системах (13), (15): 

− для структуры, приведенной на рис. 1, а, свой-
ства среды приравнены к свойствам второй фазы 
(пироэлектрик) C• = C2, e• = e2, h• = h(2), • = 2, • =
= 2;

− для структуры, представленной на рис. 1, в – 
свойствам первой фазы (феррит) C• = C1, e• = e1, h• =
= h1, • = 1, • = 1;

− для структуры на рис. 1, б — осредненным 
по области V композита значениям C• = 〈C〉, e• = 〈e〉, 
h• = 〈h〉, • = 〈 〉, • = 〈 〉.

Результаты расчета, приведенные на рис. 2, по-
зволяют сделать вывод, что геометрическая форма 
включений, инверсия свойств включений и матри-
цы пироэлектромагнитного композита может при-
водить к значительному увеличению абсолютных 
значений эффективных коэффициентов пироэлек-
тромагнитной связанности ϑ*

3 и κ*
33 композита при 

фиксированных значениях объемного содержания 
ферритовой v1 и пироэлектрической v2 фаз. В част-
ности, при равных объемных долях (v1 = v2 = 0,5) 
феррита и пироэлектрика абсолютные значения 
пиромагнитной константы ϑ*

3 (см. рис. 2, кривая 2) 
композита с пироэлектрическими сферическими 
включениями в ферритовой матрице более чем в 
пять раз превышает ϑ*

3 (см. рис. 2, кривая 6) для ком-
позита с ферритовыми сферическими включениями 
в пироэлектрической матрице, т. е. пироэлектрик 
предпочтительнее использовать в качестве вклю-
чений композита.

Параметры расчета эффективных коэффициентов пиро− и электромагнитной 
составляющих связанности композита феррит/титанат баррия

[Calculation Parameters of Effective Coefficients of Pyromagnetic and Electromagnetic Coherence 
for Ferrite/Barium Titanate Composite]

Фаза
Параметры

упругих свойств магнитных свойств электроупругих свойств

Феррит
С(1)

1111 = 22 · 1010 Па, 
С(1)

1313 = 5,5 · 1010 Па

h(1)
311 = h(1)

322 = −400 Тл, 
h(1)

333 = 800 Тл, h(1)
113 = h(1)

223 = 200 Тл,
h(1)

123 = −h(1)
213 = 100 Тл,

µ(1)
11 = µ(1)

22 = 3,14 · 10−5 Тл · м/А,
µ(1)

33 = 2,51 · 10−5 Тл · м/А

—

Титанат 
баррия

С(2)
1111 = 16,80 · 1010 Па, 

С(2)
1122 = 7,82 · 1010 Па, 

С(2)
1133 = 7,10 · 1010 Па,

С(2)
3333 = 18,90 · 1010 Па, 

С(2)
1313 = 5,46 · 1010 Па

—

e(2)
113 = 11,6 Кл/м2, e(2)

311 = −4,40 Кл/м2, 

e(2)
333 = 18,6 Кл/м2, λ(2)

11 = 112 · 10−10 Ф/м,

λ(2)
33 = 126 · 10−10 Ф/м, β(2)

11 = 2,18 · 106 Па/К, 

β(2)
33 = 1,95 · 106 Па/К, π(2)

3 = 19 · 10−5 Кл/Км2
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Заключение

Получены новые решения для тензоров эффек-
тивных пироэлектромагнитных свойств пьезоак-
тивных композитов на основе решения связанной 
краевой задачи электромагнитоупругости в обоб-
щенном сингулярном приближении статистической 
механики композитов. При решении краевой задачи 
использованы новые решения для сингулярных со-
ставляющих вторых производных функций Грина 
для перемещений электрических и магнитных по-
тенциалов в однородной трансверсально−изотропной 
пьезоэлектромагнитной среде с эллипсоидальным 
зерном неоднородности. 

Представлены результаты расчета концентра-
ционных зависимостей эффективных коэффициен-
тов пиромагнитной ϑ*

3 и электромагнитной κ*
33 свя-

занности композита феррит/титанат бария с эллип-

ФИЗИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА И МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЙ

Рис. 2. Эффективные коэффициенты пиромагнитной ϑ*
3 (а, в) и электромагнитной κ*

33 (б, г) 
связанности композита феррит/титанат бария для различных полидис персных струк-
тур:
1, 3, 5 — включения в форме эллипсоидов: 2, 4, 6 — сфер; 7 — слоев; 
8—10 — волокон

Fig. 2. Effective Coefficients of (a, c) Pyromagnetic ϑ*
3 and (b, d) Electromagnetic κ*

33 Coherence 
for Ferrite/Barium Titanate Composite with Different Polydisperse Structures:
(1, 3, 5) Ellipsoid Inclusions, (2, 4, 6) Spherical Inclusions, (7) Layers, (8—10) Fibers

соидальными, сферическими, 
волокнистыми включениями 
для различных полидисперс-
ных структур и композита со 
слоистой структурой. Пока-
зано, что эффекты появления 
пиромагнитной и электромаг-
нитной связанностей на макро-
уровне композита обусловлены 
взаимодействием пьезоактив-
ных элементов структуры на 
микроуровне, и по отдельно-
сти эти эффекты отсутствуют 
в каждой из фаз. Выявлено 
значительное влияние фор-
мы включений, особенностей 
взаимного расположения и 
инверсии свойств фаз на эф-
фективные коэффициенты 
пиромагнитной и электромаг-
нитной связанности композита 
феррит/титанат бария. Сделан 
вывод о предпочтительном ис-
пользовании пироэлектрика в 
качестве сферических включе-
ний, а феррита в качестве ма-
трицы композита. Это позволя-
ет до пяти и более раз увели-
чить эффективную константу 
пиромагнитной связанности 
ϑ*

3 композита в сравнении с ее 
значением для той же струк-
туры, но с инверсией свойств 
фаз при фиксированных зна-
чениях объемных содержаний 
ферритовой и пироэлектриче-
ской фаз.
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Abstract. New solutions for tensors of effective pyroelectro−magnetic 
properties of piezoactive composites on the basis of the solution of 
the boundary value problem of electro−magnetic elasticity have been 
obtained. For the solution of the boundary value problem, new solutions 
for singular components of the second derivative functions of Green 
for displacements, electric and magnetic potentials in homogeneous 
transversal isotropic piezo electro−magnetic medium with ellipsoidal 
grain of heterogeneity have been used. Calculation results of the con-
centration dependences for effective coefficients of pyromagnetic and 
electromagnetic coherence of ferrite/barium titanate composite with 
ellipsoidal, spherical, fibrous inclusions for various polydisperse struc-
tures and of composite with layered structure have been presented. 
Considerable influence of the shape of inclusions, features of relative 
positioning and inversion of properties of phases on the effective 
coefficients of pyromagnetic and electromagnetic coherence of the 
composite material have been revealed. The conclusion is drawn on the 
preferable use of the pyroelectric phase as spherical inclusions, and 
ferrite as the composite matrix. This allows for more than a five−fold 
increase in the effective constant of pyromagnetic coherence of the 
composite material in comparison with its value for the same structure 
but with inversion of properties of phases for constant volume fractions 
of the ferrite and pyroelectric phases.

Keywords: piezocomposite, boundary value problem of electro−
magnetic elasticity, effective pyroelectric properties.
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