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Аннотация. Данные о структуре и свойствах материалов особенно важны при работе с объектами микро− и 
наноразмеров из−за высокой сложности их получения. Это делает актуальным применение компьютерного 
моделирования для прогнозирования требуемых характеристик материалов. Электронные, магнитные, меха-
нические и другие свойства кристаллических веществ обусловлены особенностью их строения –периодично-
стью решетки и симметрией элементарной ячейки. В данной статье рассмотрены оксиды металлов с общими 
химическими формулами MeO (металлы: Ca, Cd, Mg), MeO2 (металлы: Hf, Ce, Zr), Me2O3 (металлы: Er, Nd, Sc, 
Mn, Tl) и Ме3О4 (на примере Fe) и кристаллической решеткой кубического типа симметрии — структурные 
типы NaCl (каменная соль), Fluorite (флюорит), Bixbyite (биксбиит), Spinel (шпинель) соответственно. В работе 
приводится описание модели ионно−атомных радиусов, которая широко применяется при моделировании 
кристаллических оксидов металлов. Показано применение алгоритма имитации отжига для вычисления ме-
трических параметров рассматриваемых соединений. Представленная в работе программная реализация 
алгоритма позволяет по заданным химической формуле и пространственной группе симметрии определить 
координаты атомов, входящих в элементарную ячейку кристаллической решетки вычислить постояную ре-
шетки и плотность упаковки атомов в ячейке кристалла. Перечисленные структурные характеристики могут 
быть использованы как входные параметры при определении электронных, магнитных и других свойств. 
В статье приведено сравнение значений постоянных решетки, полученных в результате моделирования, 
с экспериментальными данными.

Ключевые слова: моделирование кристаллических структур, пространственные группы симметрии, плотная 
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Введение

Широкое распространение оксидов металлов 
в микроэлектронике определяет необходимость 
использовать математическое моделирование для 
прогнозирования их электронных свойств. В работе 
рассматривались оксиды металлов, реализуемые в 
следующих структурных типах [1]:

− NaCl (пространственная группа симметрии 
Fm3–m);

− Fluorite (пространственная группа симметрии 
Fm3–m);

− Bixbyite (пространственная группа симме-
трии Ia3–);

− Spinel (пространственная группа симметрии 
Fd3–m).

Определение метрических параметров кристал-
лических структур является важным этапом расче-
та характеристик материалов с заданной химической 
формулой и пространственной группой симметрии. 
К таким параметрам относятся: постоянная кри-
сталлической решетки и углы элементарной ячейки, 
а также координаты атомов, входящих в ячейку. 

Данная статья посвящена определению по-
стоянной кристаллической решетки и координат 
атомов, входящих в элементарную ячейку, для ок-
сидов металлов, реализуемых в пространственных 
группах с кубической симметрией.

Описание модели

Для расчета метрических параметров и плот-
ности упаковки рассмотренных оксидов металлов 
была применена модель ионно−атомных радиусов, 
подробно изложенная в [2, 3]. 
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Согласно данной модели, атомы химических 
элементов представляют собой твердые шары с 
заданными радиусами. Пусть (xi, yi, zi) — коор-
динаты центра i−го шара, ri — его радиус, i ∈ [1, Nb], 
Nb — количество атомов в ячейке. Тогда S = {sk}, 
k ∈ [1, ∞] — множество состояний ячейки, sk — на-
бор координат всех атомов, входящих в ячейку, в 
текущий момент времени.

Плотность упаковки [4—6]

где Va — суммарный объем атомов, входящих в 
ячейку; V — объем элементарной ячейки кристал-
лической решетки.

Максимальное значение плотности упаковки 
достигается при минимальном объеме ячейки

Необходимо найти конфигурацию атомов эле-
ментарной ячейки, при которой будет достигнуть 
минимальное значение объема ячейки. При поиске 
следует учитывать следующие условия:

− каждый атом элементарной ячейки находится 
в определенной позиции Уайкова, допустимой для 
рассматриваемой пространственной группы симме-
трии [7, 8], поэтому перемещения координат центров 
атомов в кристаллической решетке осуществляются 
с учетом ограничений, накладываемых позицией 
Уайкова, в которой находится данный атом.

− атомы несжимаемы, поэтому их радиусы не 
перекрываются, т. е., d(i, j) ≥ ri + rj, где ri и rj — ради-
усы атомов i и j; d(i,j) — расстояние между центрами 
атомов i и j, i ∈ [1, Nb], i ≠ j. 

Если значение ρ ∈ [0,47, 0,74], то структура 
считается устойчивой в рамках рассматриваемой 
модели [2].

Описание алгоритма

Для решения поставленной задачи в рамках 
данной модели был применен алгоритм имитации 
отжига (Simulated Annealing) [9].

Введем следующие обозначения: t — темпера-
тура, F(si) — функция перехода из одного состояния 
в другое, F: S → S, E(si) — целевая функция (в случае 
кубической симметрии — постоянная решетки a), 
E: S → R, si — состояние ячейки на i−ой итерации, 
sc — текущее состояние ячейки; S — множество со-
стояний; R — множество действительных чисел.

Базовым параметром алгоритма является убы-
вание температуры t. Процесс предлагается моде-
лировать дискретным набором состояний системы 
атомов si и функцией перехода F(si). В зависимости 
от изменения целевой функции ∆E либо происходит 
переход в новое состояние, либо анализируется 

попадание величины случайной генерации r в ин-
тервал [0, 1]. При этом переход в новое состояние 
осуществляется только при условии r ∈ [0, P(∆E)],

где величина  — вероятность перехода. 
В результате определяется конечное состояние, 
которое будет соответствовать необходимой конфи-
гурации атомов.

Блок−схема алгоритма представлена на ри-
сунке.

На языке C# [10] был реализован вычисли-
тельный модуль, входными данными для которого 
служат:

− химическая формула соединения;
− пространственная группа симметрии;
− радиусы атомов химических элементов;
− справочная кристаллографическая инфор-

мация — пространственные группы симметрии, 
позиции Уайкова и т. д. [11, 12]

Выходными данными являются метрические 
параметры элементарной ячейки — постоянные 
решетки, координаты атомов, а также плотность 
упаковки атомов. 

Алгоритм имитации отжига 

Simulated annealing algorithm

Да

Да

Да

Нет

Нет

Нет

Инициализация

Осуществляем
переход:

si = sc

∆E < 0

Вычисляем:

P(∆E) = e t  ,

генерируем
r ∈ [0,1]

sc = F(si–1),

∆E = E(sc) – E(si–1)

t < tmax

r < P(∆E )

Понижаем 
температуру t

Выход

∆E
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Результаты расчетов

Для хранения и подготовки входных данных 
вычислительного модуля (справочная кристалло-
графическая информация) использовалась реля-
ционная модель данных, ранее описанная в [13—15]. 
Радиусы атомов химических элементов были взяты 
из [16]. 

Результаты расчетов приведены в таблице.
Приведенные в таблице данные показывают, 

что результаты расчета с помощью разработанного 
вычислительного модуля структурных характери-
стик рассмотренных оксидов близки к эксперимен-
тальным данным [17, 18].

Заключение

Полученные характеристики могут служить 
входными данными при проведении квантовоме-
ханических расчетов на базе теории функционала 
электронной плотности [19, 20], с помощью которых 
можно рассчитать полную энергию системы атомов, 
уточнить ее структуру, электронные, магнитные, 
механические и другие свойства оксидов металлов.
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Структурные характеристики оксидов металлов 
[Structural characteristics of metal oxides]

Формула Группа 
симметрии

Плотность 
упаковки ρ

Постоянная 
решетки a (выч.), 

нм

Постоянная 
решетки a (эксп.), 

нм [17, 18]

Относительная 
погрешность

CaO

Fm3–m

0,53 0,48 0,481 0,0021

CdO 0,53 0,47 0,4695 0,0011

MgO 0,58 0,424 0,4212 0,0066

HfO2 0,60 0,504 0,511 0,0137

CeO2 0,54 0,556 0,5411 0,0275

ZrO2 0,61 0,504 0,517 0,0251

Er2O3

Ia3–

0,46 1,061 1,055 0,0057

Nd2O3 0,45 1,098 1,114 0,0144

Sc2O3 0,52 0,982 0,9844 0,0017

Mn2O3 0,56 0,944 0,9411 0,0031

Tl2O3 0,47 1,066 1,057 0,0085

Fe3O4 Fd3–m 0,54 0,8252 0,8394 0,0169
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Mathematical modeling of perspective structures of metal oxides
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Abstract. Information about the structure and properties of materials is especially important when working with micro−and 
nanoscale objects due to the high complexity of their obtaining. This makes it relevant to use computer modeling to predict 
the required characteristics of materials. Electronic, magnetic, mechanical, and other properties of crystalline substances 
are determined by their structure−the periodicity of the lattice and the symmetry of the unit cell. This article discusses 
metal oxides with the general chemical formulas MeO (metals: Ca, Cd, Mg), MeO2 (metals: Hf, Ce, Zr), Me2O3 (metals: 
Er, Nd, Sc, Mn, Tl) and Me3O4 (using Fe as an example) and a cubic symmetry type crystal lattice — structural types NaCl 
(rock salt), Fluorite, Bixbyite, Spinel accordingly. The paper describes the model of ion−atomic radii, which is widely used 
in the modeling of crystalline metal oxides. The application of the annealing simulation algorithm for calculating the metric 
parameters of the compounds under consideration is shown. The software implementation of the algorithm presented in 
this paper allows us to determine the coordinates of the atoms that are included in the elementary cell of the crystal lat-
tice, calculate the lattice constant and the density of the packing of atoms in the crystal cell using the specified chemical 
formula and the space group symmetry. These structural characteristics can be used as input parameters for determining 
electronic, magnetic, and other properties. The article compares the values of lattice constants obtained as a result of 
modeling with experimental data.

Keywords: modeling of crystal structures, space group symmetry, close packing, annealing simulation algorithm
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