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Аннотация. Структура течения и массоперенос в кристаллизаторах определяют уровень солевого 
пересыщения раствора вблизи поверхности кристаллизации. Однако экспериментальное опреде-
ление такого пересыщения затруднительно. Поэтому актуально развитие адекватных численных 
моделей для исследования течения и массопереноса в реальных кристаллизаторах. Средствами 
моделирования исследовалась эффективность принципиально новых экспериментальных схем 
процесса для устойчивого роста кристаллов дигидрофосфата калия (KDP).
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Abstract. The flow structure and mass transfer in crystallizers determine the level of salt supersatu-
ration of the solution near the crystallization surface. However, experimental determination of such 
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supersaturation is difficult. Therefore, it is important to develop adequate numerical models for study-
ing the flow and mass transfer in real molds. Simulation tools were used to study the effectiveness 
of fundamentally new experimental schemes of the process for the stable growth of KDP crystals. 
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Введение 

Характер течения и массопереноса в кристал-
лизаторах определяют уровень солевого пересыще-
ния раствора вблизи поверхности кристаллизации. 
Однако экспериментальное определение такого 
пересыщения затруднительно. Поэтому актуально 
развитие адекватных численных моделей для ис-
следования течения и массопереноса в реальных 
кристаллизаторах. Средствами моделирования ис-
следовалась эффективность принципиально новых 
экспериментальных схем процесса для устойчивого 
роста кристаллов дигидрофосфата калия (KDP). 

В экспериментальных и теоретических [1] ис-
следованиях показано влияние течения раствора 
на морфологическую ростовую неустойчивость и 
образование включений. В частности, направление 
течения потока раствора вблизи границы раствор/
кристалл в значительной степени влияет на возник-
новение морфологической ростовой неустойчивости. 
Так, если поток направлен против движения сту-
пеней роста, то морфологическая ростовая устой-
чивость сохраняется. Напротив, течение раствора 
по направлению движения ступеней приводит к 
морфологической неустойчивости. Исследование [2] 
показало, что повысить морфологическую устойчи-
вость можно при реверсивном течения. Однако при 
реверсивно вращающемся кристалле не вся его по-
верхность обтекается реверсивным течением и оста-
ются значительные морфологически неустойчивые 
участки. В работе [3] показано, что путем изменения 
ориентации кристалла можно влиять на течение 
около его поверхности и устранить нежелательные 
участки низких пересыщений. Актуально развитие 
адекватных численных моделей для исследования 
течения и массопереноса в реальных кристаллиза-
торах. Такие исследования проведены в работе  [4], 
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где исследовались трехмерные, зависящие от вре-
мени течения при росте кристаллов KDP и было 
показано существенное их влияние на рост кристал-
лов. Расчеты показали, что течение и пересыщение 
значительно зависят не только от конструкций кри-
сталлизаторов, но и от размеров кристалла, скорости 
его вращения и скорости роста. Эти исследования 
были проведены в сопряжении с массообменом на 
поверхности кристаллизации. 

Целью данной работы было выявление особен-
ностей течения и массообмена в растворе вблизи 
поверхности растущего кристалла, которые могут 
влиять на локальную (для конкретного места и на-
правления) скорость его роста и образование де-
фектов. 

Математическая модель  
процессов конвективного массопереноса  

и кристаллизации из раствора

В действующем кристаллизаторе (рис. 1) за 
счет ускоренно-замедленного вращения мешалки 
в растворе возникают колебания скорости течения 
и концентрации соли. Вблизи кристалла периоди-
ческие изменения вихревой структуры течения 
способствуют объемному выравниванию концентра-
ции соли. Однако изменения направления течения 
потока раствора вблизи границы раствор/кристалл 
способствуют возникновению морфологической ро-
стовой неустойчивости.

Методический подход реализуется в рамках 
сплошной среды. При росте KDP кристаллов те-
чение и массоперенос численно моделируются в 
водном растворе соли, растворяющейся в воде до 
уровня насыщения при высокой температуре. За-
тем такой пересыщенный раствор используется для 
выращивания кристаллов при более низких темпе-
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ратурах в кристаллизаторах непроточного и проточ-
ного типов. Насыщение раствора солью проводилось 
при более высокой температуре (342  К) до концен-
трации: Сeo = 1,59503 ∙ 1021 молекул в 1 см3 раствора. 
При рабочей температуре (305 К) равновесная кон-
центрация соли составляла Сe = 9,98578 ∙ 1020 моле-
кул в 1 см3 раствора. По оценке, применявшейся в 
работе [5], величина пересыщения раствора солью 
составляла 0,47. 

С точки зрения массообмена, в кристаллизаторе 
происходит объемное выпадение в осадок или осаж-
дение соли на твердые поверхности. Наличие в рас-

творе кристаллических зародышей обусловливает 
их объемное разращивание по термодинамическим 
законам, которые можно рассматривать в сопряже-
нии с упомянутой выше моделью сплошной среды. 
Значение концентрации соли во втекающем рас-
творе задается как равновесная величина Сeo при 
342 К, а на кристалле — как величина равновесной 
концентрации Сe, соответствующая рабочей темпе-
ратуре в кристаллизаторе при 305 К. 

Численное решение проведено в осесимметрич-
ном приближении методом контрольных объемов. 
Для определения вектора скорости V = (Vr, Vz, Vθ) 
и давления P в растворе решаются уравнения На-
вье—Стокса и неразрывности, записываемые в век-
торном виде следующим образом: 

	
 div V = 0,	 (1)

где t — время; ρo — плотность раствора; ν — кине-
матическая вязкость; D — коэффициент диффузии 
соли. Совместно с уравнениями Навье—Стокса ре-
шается уравнение для переноса KDP соли: 

	
	 (2)

где M = ρoC — концентрация соли в растворе, С =	
= (С – Сe)/(Сeo – Ce) — относительная масса соли на 
1  кг раствора.

Параметры гидродинамической модели при-
ведены в табл. 1, где также указаны равновесные 
концентрации соли при 305 и 342 К. 

Рис. 1. Действующий кристаллизатор: а — математическая модель (1 — контейнер; 2, 3 — трубки втекания и вытекания 
раствора; 4 — мешалка; 5 — кристалл. S
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 — датчики); б — траектории течения при ускоренно-замедленном 

вращении мешалки ΩM = ±9 рад/с, цветом показан модуль скорости [м/с]

Fig. 1. Operating crystallizer: (a) mathematical model (1 is container, 2 and 3 is tubes of solution inflow and outflow, 4 is mixer,  
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Таблица 1

Параметры гидродинамической модели 
Parameters of hydrodynamic model

Параметр Символ Размер-
ность

Величи-
на

Динамическая вязкость 
раствора μ = ν×ρo кг/м ∙ с 1,53 ∙ 10-4

Коэффициент диффузии 
соли D м2/с 7,5 ∙ 10-10

Плотность 
   - водно-солевого
      раствора
   - кристалла 

ρo
ρs

кг/м3

кг/м3
1269
2338

Равновесная 
концентрация (T = 305 К) Ce 

кг/кг 
р-ра 0,2174

Равновесная 
концентрация (T = 342 К) Ceo 

кг/кг 
р-ра 0,3422
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Для расчета по уравнениям (1)—(2) задают-
ся следующие граничные условия для искомых 
распределений скорости и концентрации соли: на 
участке втекания раствора из трубки задается ско-
рость струи и концентрация соли (Vr = 0, Vz = Vin, 
Vθ = 0, C = Ceo); на отверстии вытекания раствора 
из кристаллизатора задается скорость c учетом со-
хранения массы раствора Vout и соответствующий 
солевой поток; на стенках кристаллизатора ско-
рость и солевые потоки задаются равными нулю; 
на мешалке задаются компоненты скорости (Vr = 0, 	
Vz = 0, Vθ = ΩM×r); на поверхности растущего кри-
сталла задаются компоненты скорости (Vr = 0, 	
Vz = 0, Vθ = ΩC×r), а для переноса соли задается со-
отношение баланса масс: 

	
	 (3)

где R — скорость кристаллизации, рассчитывае-
мая по термодинамической формуле (4), которая 
сопрягает гидродинамическую макромодель и тер-
модинамическую микромодель [2]. В этой формуле 
используются параметры из табл. 2: 

	
	 (4)

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ В МАТЕРИАЛОВЕДЕНИИ ЭЛЕКТРОННЫХ КОМПОНЕНТОВ

Результаты расчетов для действующего 
кристаллизатора

Течение раствора изучалось для математиче-
ской модели действующего кристаллизатора, по-
казанной на рис. 1, а. Раствор полностью заполняет 
контейнер (1), гидродинамические потоки в котором 
вызваны втеканием раствора из трубки (2) и его 
вытеканием через трубку (3), а также действием 
внутренней вращающейся мешалки (4). На струк-
туру потоков также оказывает влияние форма и 
расположение модели кристалла (5). Размеры со-
ставляют: радиус кристаллизатора 0,06 м, его вы-

Таблица 2

Параметры для расчета скорости 
кристаллизации грани (100) 

Parameters for calculating the crystallization rate  
of the face (100)

Параметр Символ Размер-
ность Величина 

Константа Больцмана k Дж/К 1,38 ∙ 10-23 

Кинетический 	
коэффициент (305 К)

β м/с 9,55 ∙ 10-5 

Удельная энергия 	
ступени на грани

α Дж/м2 1,95 ∙ 10-2 

Высота ступени 	
на грани h м 7 ∙ 10-10 

Начальное 	
пересыщение σo

σo — 0,09

Рис. 2. Модернизированный кристаллизатор:  
а — математическая модель (1 — контейнер; 2, 3 — трубки для втекания и вытекания раствора; 4 — мешалка;  
5 — кристалл); б — распределения солевого пересыщения на кристалле: 1 — Vin = 0,03 м/с, ΩM = –1 рад/с; 2 – Vin = 0,3 м/с, 
ΩM = –4 рад/с; 3 — Vin = 0,9 м/с, ΩM = –4 рад/с; 4 — Vin = 0,3 м/с, ΩM = –1 рад/с, ΩС = 0,5 рад/с; 5 — Vin = 0,6 м/с, ΩM = –1 рад/с, 
ΩС = 0,5 рад/с; 6 — Vin = 0,9 м/с, ΩM = –1 рад/с, ΩС = 0,5 рад/с («×» на рис. 2, б: кривая 2 — “плохой” режим, кривая 5 — “хоро-
ший”)

Fig. 2. Modernized crystallizer: (a) mathematical model (1 is container, 2 and 3 is tubes for solution inflow and outflow, 4 is stirrer, 5 is 
crystal); (б) distributions of salt supersaturation on the crystal: 1 — Vin = 0.03 m/s, ΩM = –1 rad/s; 2 — Vin = 0.3 m/s, ΩM = –4 rad/s; 
3 — Vin = 0.9 m/s, ΩM = –4 rad/s; 4 — Vin = 0.3 m/s, ΩM = –1 rad/s, ΩС = 0.5 rad/s; 5 — Vin = 0.6 m/s, ΩM = –1 rad/s, ΩС = 0.5 rad/s;  
6 — Vin = 0.9 m/s, ΩM = –1 rad/s, ΩС = 0.5 rad/s (“×” in Fig. 2, б: curve 2 is “bad” mode, curve 5 is “good”)
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сота 0,185 м; кристалл имеет вид кубика с размером 
грани 0,01 м. 

Течение в кристаллизаторе проанализировано 
при втекании раствора со скоростью Vin = 0,625  м/с 
и ускоренно-замедленном вращении мешалки: 
ускорение в одну сторону +9 рад/с, остановка на 
2  с, ускорение в другую сторону –9 рад/с (рис. 1, б). 
Временные изменения скорости течения регистри-
ровались датчиками скорости: S1, S2, S3. Из анализа 
этого варианта следует, что в центральной части 
контейнера раствор вовлечен в интенсивное враща-
тельное движение, которое в основном способствует 
его хорошему перемешиванию вблизи вращающей-
ся мешалки. Однако вдали от мешалки существуют 
только вторичные потоки. Их влияние слабое на 
массоперенос соли вблизи кристалла. 

Результаты расчетов  
для модернизированного кристаллизатора

Для создания направленного ламинарного об-
текания кристалла рассмотренмодернизированный 
кристаллизатор тех же размеров (рис. 2, а), но име-
ющий осесимметричное размещение внутренних 
компонент (трубок, мешалки, кристалла). Такая 
конструкция позволяет создать осесимметричное 
направленное и вращательное течение в кристал-
лизаторе, управление которым дает возможность 
управления направлением и скоростью течения рас-
твора, обтекающего растущий кристалл, что отвеча-
ет требованием теории послойной кристаллизации. 
В данном случае также выбрана осесимметричная 
форма кристалла и его центрально-симметричное 
размещение. Размеры кристалла: диаметр 0,01 м, 
длина 0,015 м. 

Выбор гидродинамических параметров при 
работе данного кристаллизатора определялся не-
обходимостью создания ламинарного и достаточно 
высокоскоростного тангенциального обтекания 
поверхности кристалла за счет оптимального со-
четания скорости втекающей из трубки струи и 
скоростей вращения мешалки и кристалла. Течения 
раствора исследовались путем изменения скорост-
ных параметров Vin, ΩM, ΩС. 

Установлено, что оптимальные течения, обеспе-
чивающие высокое пересыщение вблизи кристалла, 
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соответствуют высокой скорости втекания раство-
ра (Vin = 0,6 и 0,9 м/с) при следующих скоростях 
вращения мешалки и кристалла: ΩM = –1 рад/с, 
ΩС = 0,5 рад/с. В этом случае направленное тече-
ние более сильное и его еще усиливает вращение 
кристалла. Концентрация соли во втекающем по-
токе равна 410  кг/м3, что существенно выше равно-
весной концентрации соли 261 кг/м3 при T = 305 К. 	
Влияние течения на солевое пересыщение 	
σ = [(С – Ce)/Ce]×100 % вблизи кристалла показано 
на рис. 2, б. Низкий уровень (~10 %) вызван малой 
скоростью набегающего потока Vin = 0,03 м/с при 
вращении мешалки со скоростью ΩM = –1 рад/с. Он 
повышается до ~25 % при существенном увеличении 
скорости набегающего потока до Vin = 0,3 м/с даже 
при большей скорости вращения мешалки ΩM =	
= –1 рад/с, а также до еще большей величины ~30  % 
при Vin = 0,9 м/с. Однако для реализации существен-
но более значимых пересыщений (~42, 52 и 55  %) 
требуется достаточно высокая скорость набегаю-
щего потока (0,3, 0,6 и 0,9 м/с) в условиях вращения 
кристалла со скоростью ΩС = 0,5 рад/с и мешалки со 
скоростью ΩM = –1 рад/с. 

Заключение 

Действующий проточный кристаллизатор 
для выращивания KDP кристаллов относится к 
смесительному типу, для которого характерно 
создание однородного солевого состава раствора за 
счет интенсивного перемешивания раствора. Для 
реализации послойного роста KDP кристаллов 
предложен его осесимметричный аналог. Сформу-
лирована сопряженная математическая модель и 
исследованы процессы роста кристаллов KDP при 
экстремально высоких пересыщениях раствора, 
когда может быть реализован рост по механизму 
двумерного зарождения. Рекомендован диапазон 
оптимальных гидродинамических параметров, 
которые могут обеспечить пересыщение ~52 % и 
более на всей поверхности растущего кристалла. 
Результаты могут быть востребованы в техноло-
гиях высокоскоростного выращивания кристаллов 
KDP из водных растворов для оптических филь-
тров видимого и ИК диапазонов. 
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