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Аннотация. На примерах экзотермической химической реакции и саморазогрева области про-
водящего филамента мемристора обсуждены стимулированные теплотой фазовые переходы, 
недостатки применения в наномасштабах классического подхода Фурье и преимущества метода 
молекулярной механики при моделировании температурного фактора. Предложена коррекция к 
закону Аррениуса, учитывающая, что температура становится случайной величиной. На основе 
вводимых понятий (элементарный акт тепловыделения, радиус и регион теплового воздействия) 
предложена методика учета теплового фактора.
Корректирующая поправка основана на расщеплении всего ансамбля частиц на несколько по-
токов, каждый из которых соответствует фиксированному значению температуры, взятому из 
некоторого диапазона. Приведены непрерывный и дискретный варианты коррекции, показано, 
что дискретный вариант более предпочтителен. Это связано с тем, что методика делает акцент 
на применении методов молекулярной механики, причем намеренно в самом примитивном 
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варианте. Отмечена роль аморфизации как примера структурной перестройки вещества  
в нанообъемах. Показано, что сами фононные спектры, определяющие теплоперенос, зави-
сят от температуры. Методика согласуется с идеологией многомасштабного моделирования. 
Интегральное повышение температуры рассчитано вне региона теплового воздействия, где 
значимы неравновесные эффекты путем решения стандартного уравнения теплопроводности.

Ключевые слова: мемристор, экзотермическая реакция, молекулярная механика, темпера-
тура, закон Аррениуса
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Abstract. Using examples of an exothermic chemical reaction and self-heating of the region  
of a conducting filament of a memristor, heat-induced phase transitions, disadvantages of applying 
the classical Fourier approach on the nanoscale, and advantages of the molecular mechanics method 
at modeling the temperature factor are discussed. The correction for Arrhenius relationship, taking 
into account that the temperature becomes a random variable is proposed. Based on the introduced 
concepts (elementary act of heat release, distance and region of thermal impact) method for taking 
into account the thermal factor, is proposed.
The correction is based on splitting the entire pool of particles into several, each of which corresponds 
to a fixed temperature value taken from a certain range. Although continuous and discrete correc-
tion options are given both, but the discrete option is more preferable. This is due to the fact that the 
methodology focuses on the application of methods of molecular mechanics, and, intentionally, in the 
most primitive version. The role of amorphization is noted as an example of the structural restructur-
ing of matter in nano-volumes. It is indicated that the phonon spectra themselves, which determine 
heat transfer, depend on temperature. The technique is consistent with the ideology of multiscale 
modeling. The integral temperature increase is calculated outside the region of thermal exposure, 
where nonequilibrium effects are significant, by solving the standard equation of thermal conductivity.
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Введение

Потребность в моделировании тепловыделе-
ния и теплопередачи возникает во многих областях 
нанотехнологии. Актуальность такой проблемы 
связана с разработкой цифрового двойника инте-
гральной схемы, где тепловыделение локализовано 
в наноразмерных областях. Идея использования 
клеточного автомата (КА), имитирующего муль-
тифизику процессов, в качестве основы цифрового 
двойника принадлежит академику А.Л. Стемп-
ковскому. Когда авторы работы [1] столкнулись 
с препятствиями в реализации этой идеи (даже 
для простейшей приборной структуры не удалось 
корректно рассчитать наноразмерный теплопере-
нос на уровне взаимодействия между ячейками 
КА), глубина проблемы еще не была ими осознана.

Ярким примером этого является запутанный 
вопрос о температуре области филамента при про-
текании тока в мемристивном элементе [2—4]. Ни-
же на примере роста микростержней ZnO [5—7] с 
переходами V → S (Vapor → Solid) или V → L → S 
(Vapor → Liquid → Solid) рассмотрим возникающие 
противоречия при лобовом применении для малых 
объемов вещества классических методов: закона 
Фурье и уравнения теплопроводности. Другая 
альтернатива состоит в использовании методов 
квантовой химии [8—13], атомистического моде-
лирования, что целесообразно для нанообъемов, 
но является ресурсоемким и избыточным для ре-
шаемой практической задачи. Методическая цель 
работы —  разработка прежде всего концептуаль-
ного базиса для учета тепловыделения — актуаль-
на в контексте многомасштабного моделирования 
[14, 15].

Описание физической ситуации роста 
микростержней. Нахождение противоречия

Экзотермическая химическая реакция проис-
ходит при недостатке кислорода, а лимитирующи-
ми стадиями являются адсорбция с последующей 
абсорбцией и поверхностная диффузия с перехо-
дом VS. Наша рабочая гипотеза изначально состо-
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ В МАТЕРИАЛОВЕДЕНИИ ЭЛЕКТРОННЫХ КОМПОНЕНТОВ

Рис. 1. Ориентированный рост микростержня с каплей на-
верху (показана серым цветом), причем учитывается 
поток адсорбированных атомов со стороны подложки, 
направленный к капле по кристаллографическим гра-
ням [5]

Fig. 1. Oriented growth of a microrod with a drop at the top 
(shown in gray), taking into account the flow of adsorbed 
atoms from the side of the substrate, directed towards the 
drop along the crystallographic faces [5]

яла в том, что поскольку начальная температура 
стержня на 20—50 К ниже температуры плавления 
ZnO, то на его вершине образуется расплавленная 
капля [7] субоксидного цинка и имеет место пере-
ход VLS (Vapor → Liquid → Solid), а также абсорб-
ция и объемная реакция. Каплю удобно считать 
однородным объектом c характерным размером R, 
порядка диаметра стержня d, описываемым об-
щей температурой T и вязкостью. Аналогичная 
ситуация (рис. 1) рассмотрена в работе [5], где в 
ходе реакции Ga + N → GaN выделяется меньшая 
теплота, чем в реакции Zn + 1/2O2 → ZnO + Q, 
2Q = 350,6 кДж/моль.

Авторы работы [5] учли не только прерыви-
стость потока прекурсоров в потоках парогазовой 
смеси реактора и справедливо ввели задержку 
между абсорбцией и адсорбцией, которую они 
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назвали временем инкубации, но и в явном виде 
попытались учесть кристаллографию стержня и 
угол смачивания его вязкой каплей, однако, про-
игнорировали тепловые эффекты.

Примем для нашего предварительного расчета 
следующие параметры: скорость роста V = L/Time 
(отношение общих высоты стержня и длительности 
роста) = 10 мкм/1,0 ч = 2,78 нм/с, сторона квадрата 
сечения стержня d = 100 нм, квант времени τ = 1 с 
(в численном расчете приемлемо компромиссное 
значение τ = 0,1 с, достаточное для образования 
одного моноатомного слоя ZnO).

В балансовом расчете можно пренебречь объ-
емным характером реакции и считать рост послой-
ным на границе фаз LS. Для методических целей 
надо помнить, что на границе происходит только 
кристаллизация, при которой тепловыделение 
заметно меньше теплоты Q, а сама реакция проис-
ходит в объеме капли, и неясно в каком виде и по 
какому механизму частицы ZnO диффундируют к 
фронту кристаллизации, причем сама диффузия 
термически стимулирована.

Таким образом, за 1 с в сечении стержня нарас-
тает масса m = ρZnOVd2 = 1,5 ⋅ 10-19 кг кг (где ρZnO — 
плотность ZnO; V — объем стержня) или молей ве-
щества υ = 1,92 ⋅ 10-18 моль. При этом в химической 
реакции выделится энергия Qt = 6,72 ⋅ 10-13 Дж. 
Если бы теплоотвода не было (его доминирующий 
механизм —теплопередача через границу LS, а не 
испарение или конвекция через границу VL), то 
эта масса нагрелась бы на ∆T = Qt/mCp = 8730 К. 
Это большая теплота, по-видимому, ушедшая в 
самонагрев только этой массы. Последнее значение 
подтверждает рабочую гипотезу о капле. Однако 
насколько та может быть разогрета, очевидно не на 
тысячи градусов? Большая часть теплоты уходит 
с теплопередачей.

Рассмотрим баланс с потоком теплоты в соот-
ветствии с законом Фурье. Важно корректно под-
ставить градиент температуры. Макроскопический 
коэффициент теплопроводности 

 Итак, ∆T = 3,36 ⋅ 10-7 К,

Отметим, что в обычной макроскопической 
ситуации при 10 К на 1 см градиент составляет 
103 К/м и падал бы на порядок за 100—300 с с экс-
поненциальным снижением и общим теплоотводом, 
зависящим от разницы температур и времени по 
экспоненте, а не линейно Qt ~ τ.

Образно говоря, есть две идеализации: оши-
бочная — «костер-на-колонне», и бессмысленная 
для классики — «вода-в-решете», но близкая к 
истине.

Процесс теплопередачи, помимо поверхност-
ной диффузии, объединяет каплю, а точнее амор-
физированный микрообъем субоксидного цинка, 
и микростержень в одну систему. Для стержня 
время релаксации теплоты связано, а точнее пре-
вышает на 2—3 порядка, с характерной частотой 
фононных колебаний ω и их спектром (рис. 2), а для 
капли — с колебаниями ковалентных и металличе-
ских связей. Это время релаксации можно оценить 
как 10-10 с.

Главное последствие экзотермичности реак-
ции — это не повышение температуры, а аморфи-
зация. 

Если продолжать настаивать на применении 
понятия температуры к капле, то очень завышен-
ная оценка сверху дает не 8000 К, а 80 К, но она 
зависит от значения кванта времени τ. Такая ком-
промиссная оценка базируется на предположении 
о равномерном распределении теплоты по объему 
капли, что согласуется с решающей ролью именно 
абсорбированного кислорода и релевантностью на-
хождения периода инкубации [5], однако, не учи-
тывает уход теплоты через стержень, хотя бы по 
области, сравнимой с объемом капли.

Учет температуры в области растущего 
проводящего филамента в мемристивной 

структуре

Сразу скажем, что в эксперименте наблюда-
ется интенсивный разогрев, вплоть до плавле-

Рис. 2. Пример фононного спектра наноматериала для мо-
ноатомного слоя 2D-ZrO2 для гексагональной упаковки 
[13]. Выделяются несколько ветвей в терагерцовой об-
ласти, что для постоянной времени фононных колеба-
ний дает завышенный результат по сравнению с 3D

Fig. 2. An example of the phonon spectrum of a nanomaterial 
for a 2D-ZrO2 monoatomic layer for hexagonal packing 
[13]. Several branches are distinguished in the terahertz 
region, which for the time constant of phonon oscillations 
gives an overestimated result compared to 3D
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ния, прилегающих контактов (площадь до 100—
1000 мкм2). Экспериментаторы, наблюдая этот 
мезоскопический эффект, рассуждают обычно так: 
если такой разогрев дает 100—200 К, то, наверное, 
область филамента (рис. 3) разогрета на 800 К, 

t = 36 мс, Uf = 0,36 В, 
Lfilam = 4 нм

t = 70 мс, Uf = 0,7 В, 
Lfilam = 10 нм

t = 120 мс, Uf = 1,2 В, 
Lfilam = 20 нм

t = 190 мс, Uf = 1,9 В, 
Lfilam = 35 нм

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ В МАТЕРИАЛОВЕДЕНИИ ЭЛЕКТРОННЫХ КОМПОНЕНТОВ

Рис. 3. Эволюция области филамента в структуре Au/YSZ/TiN [2]. 
Lfilam — длина сформированного филамента; Uf — напряжение, приложенное к структуре; t — время от начала процес-
са формовки (линейный поперечный размер филамента ∼4 нм). Красные точки — свободные от электронов вакансии; 
синие — вакансии с захваченными электронами

Fig. 3. Evolution of the filament region in the Au/YSZ/TiN structure [2]. Lfilam is the length of the formed filament; Uf is the voltage 
applied to the structure; t is the time from the beginning of the molding process (linear transverse size of the filament ∼4 nm). 
Red dots are electron-free vacancies; blue is vacancies with trapped electrons

Рис. 4. Распространение теплового поля на ∼200—300 нм 
вдоль радиуса цилиндрического эконтакта [3] при по-
даче на мемристор импульса напряжения длительно-
стью 10 нс — 10 мкс. Направление филамента сверху-
вниз в центральном слое диэлектрика толщиной 50 нм

Fig. 4. Propagation of a thermal field by ∼200–300 nm along the 
radius of a cylindrical econtact [3] when a voltage pulse 
with a duration of 10 ns–10 μs is applied to the memristor. 
The direction of the filament from top to bottom in the 
central layer of the dielectric with a thickness of 50 nm
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что нужно учитывать во всех моделях генерации, 
диффузии и дрейфа кислородных вакансий. Это 
вариант идеализации «костра-на-колонне».

Авторы работы [2] попытались также рассчи-
тать методом Монте—Карло температуру фила-
мента и учли только акустическую ветвь фонон-
ного спектра. Однако они верно акцентировали 
внимание на том, что выявляются значительные 
флуктуации температуры с амплитудой ~100 К  
и длительностью ~10 пс, что среднее время одного 
прыжка вакансии при температуре 800 К будет со-
ставлять ~10-10 с, а время всего процесса электро-
формовки — порядка 1 мс. Размер же филамента 
10 нм много меньше длины свободного пробега 
фононов.

В работе [3] на примере межслойного SrTiO3, 
легированного Nb (рис. 4), продемонстрирован 
классический подход. Для целевых величин 
предполагается или степенной (для подвиж-
ности электронов ∼T ∼ K-β, β = 2,23), или Арре-
ниусовский закон (для подвижности вакансий  
~(T/K)-1exp(-EA/kT)), хотя дополнительно выпи-
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сана температурная зависимость предэкспонента. 
Подвижность влияет на удельное сопротивление 
1/σ, а через него — на диссипацию джоулева тепла.

Классическая связка уравнений (обозначения 
стандартны для электротехники) имеет вид

   

Авторы работы [4], рассматривая эволюцию 
филамента, условно разделяют его объем на ди-
ски и выделяют зерна, на границе которых про-
исходит скачок проводимости. Как и в работе [2] 
моделируется генерация и дрейф вакансий, но, 
как и в работе [3], этот процесс рассматривается 
как Аррениусовский. Описываются структурные 
превращения материала, когда при достижении 
пороговой концентрации вакансий локально про-
исходит металлизация материала, смена фазы его 
проводимости.

Методы расчета температурного поля

Температура — это макропараметр, характе-
ризующий термодинамическую систему, находя-
щуюся в равновесии, когда усреднение по объему 
дает тот же самый результат, что и усреднение по 
времени. Для малых объемов линейного размера 
(>>10 нм и <0,1 мкм), где количество вещества еще 
статистически значимо, усреднение представля-
ется малоинформативным, например, из-за флук-
туаций структуры вещества, но в ситуации тепло-
выделения значим фактор времени и флуктуаций 
самого тепловыделения, и исчисления только 
средних величин явно недостаточно. Поэтому по-
нятие температуры перестает работать, и нужны 
иные концепции, чтобы лучше описать феномены. 
Например, для ситуации адсорбции на переходе 
VLS привычное использование модели Ленгмюра, 
пусть даже с учетом кривизны поверхности капли, 
игнорирует два важных вторичных эффекта: 1) об-
лако выбитых за счет активации теплотой атомов в 
прилегающем слое пара; 2) динамика числа актив-
ных центров абсорбции за счет активной аморфи-
зации капли. Для развития филамента рост числа 
кислородных вакансий вызывает металлизацию 
материала, и эта взаимосвязь, найденная в рабо-
те [4], по-видимому, не единственная. Так, выде-
ление теплоты может влиять на локально-эпизо-
дический заброс электронов в зону проводимости, 
маловероятный при использовании статистики 
Ферми—Дирака (Eg ∼ kT), что усиливает эффект 
металлизации. При тепловыделении структура 
вещества рандомизируется, а значит, возникает 
легкая некорректность самого использования при-
вычных в физике твердого тела понятий вакансии 
и фонона, предполагающих порядок кристалличе-
ской решетки вещества.

Уместно вспомнить классическое соотноше-
ние (1) из химической термодинамики, означаю-
щее, что теплота идет на повышение внутренней 
энергии (температуры) и изменение энтропии 
(структурную перестройку):

 
 (1)

Хотя напрямую применять это соотношение 
нельзя, общий его смысл, остается верным.

Чтобы учесть эффекты неравновесности те-
пловыделения, мы предлагаем внести коррекцию 
в Аррениусовский закон, поскольку все остальные 
средства более радикальны, например апелляция 
к кинетическому уравнению Больцмана или к 
фундаментальным результатам статистической 
физики (теорема Лиувилля). Разделим общий 
статистический ансамбль каких-то частиц на не-
сколько по времени и пространству и представим, 
что на каждый из них действует своя температу-
ра. В обычной ситуации, допустим для генерации 
вакансий, мы имели бы A = A0exp(–B/kT), где А — 
целевая величина (например, число вакансий) как 
динамическое равновесие прямого и обратного про-
цесса, т. е. генерации и рекомбинации; А0 — пред-
экспонент (предэкспоненциальный множитель), 
величина экстенсивная; B — энергия активации. 
Для нескольких ансамблей частиц тогда имеем

 
 (2)

Здесь k — постоянная Больцмана; Q — тепло-
та; ν — доля теплоты, пошедшая на разогрев; 
I — число частиц; mi — весовые коэффициенты, 
отражающие распределение энергии по флукту-
ациям (рис. 5). Параметр n учитывает превыше-
ние случайного выброса над ожидаемым средним, 
n ∼ 2. За T∞ можно принять температуру внешней 
среды, причем эта температура самосогласованно 
берется с учетом интегрального мезоскопического 
нагрева среды.

Рассмотрим возможность применения метода 
молекулярной механики (ММ) для решения нашей 
задачи (рис. 6). Первые приложения ММ описаны 
западногерманским ученым У. Буркертом и амери-
канцем H. Эллинджером в работе [12], уже ставшей 
раритетом, в начале 1980-х гг. Являясь удобным 
компромиссом между квантовой химией, требу-
ющей больших вычислительных ресурсов, и от-
носительной простотой целей моделирования ММ 
прочно вошла в практику многих биохимических 
лабораторий. Авторы работы [12] суммировали 
материал по геометрическим конфигурациям раз-
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Рис. 6. Идея метода молекулярной механики, предложенно-
го в 1960-х годах советскими физиками И.Е. Таммом и 
А.И. Китайгородским

Fig. 6. The idea of the molecular mechanics method 
proposed in the 1960s by Soviet physicists I.E. Tamm and 
A.I. Kitaygorodsky

личных молекул, термохимии, кинетике химиче-
ских реакций и строению кристаллов.

Набор параметров, состоящий из равновесных 
значений длин связей, валентных углов, величин 
парциальных зарядов, силовых констант и ван-
дер-ваальсовых параметров, называется в ММ 
силовым полем (force-field), в котором находится 
каждый атом. Это формально сближает ММ с моле-
кулярной динамикой, что, к сожалению, скрывает 
красоту исходной идеи ММ. Так, ММ сосредото-
чена на потенциальной энергии, минимум которой 
дает геометрию конформации макромолекулы, 

т.е. равновесных положений атомов, но метод ММ 
игнорирует колебания атомов, кинетическую энер-
гию т. е. нужно обращать внимание на локальные 
минимумы вблизи глобального в целевой энергии 
учитывать вклад кинетической энергии1.

Однако для целей расчета температурного 
поля правильно ограничиться «наивной» ММ: 
идеей грузиков на пружинках. Причем параметры 
жесткости пружинок, постоянные ангармонизма 
можно брать из первопринципных расчетов, что 
согласуется с идеологией многомасштабного моде-
лирования [15]. Полезен расчет цепочек Нозе—Гу-
вера (Nosé—Hoover chains), которые были одной из 
новаций статистической физики с 1984 г.

В ИК-спектроскопии, а также при анализе 
спектров комбинационного рассеяния (KPC) ис-
пользуется понятие характеристических частот, 
причем в отличие от простейших двухатомных 
молекул, в многоатомных молекулах, например 
органических, колебания не относятся лишь к од-
ной связи или группе атомов. Валентные колеба-
ния C—H-связи для простых метиловых эфиров  
( ν  = 2850—2815 см-1, т. е. в единицах энергии  
∼ 25 ккал/моль ), при этом различают колебания в 
плоскости молекулы и вне плоскости, а также про-
чие типы, например деформационные веерные [8], 
когда искажаются углы. 

KPC-спектры позволяют выделять не только 
общие значения частот, например, для колебаний 
атомов связей Ge—Ge (~290 см-1), связей Ge—Si 
(400 см-1) и Si—Si (510 см-1), но позволяют также 
получать более детальную информацию о твер-
дом теле.

Открытым вопросом для аморфного те-
ла, хотя обычно считают (Е = Еэл + Екол+ Евращ,  
Еэл >> Екол >> Евращ), является учет или неучет 
вращательной энергии группы атомов. В этот вид 
энергии может уходить часть теплоты. Экспери-

1 Современная версия ММ представлена в ПО https://
www.charmm.org [11] группы из Гарвардского университета 
(Martin Karplus).

Рис. 5. Расчет по формуле (2), влияние шага дискретизации 
при разделении ансамбля частиц:  
а — равномерное распределение; б — гауссово рас-
пределение kT = 1/40 эВ. Q соответствует 100 К, n = 2, 
центр распределения отвечает kT + Q. B дано в эВ. Сум-
ма нормирована стандартной ситуацией, когда весь 
ансамбль частиц находится в точке kT + Q. На графике 
ощущается эффект дискретизации, зависимость от 
числа ансамблей частиц

Fig. 5. Calculation by formula (2), the influence of the 
discretization step when separating the ensemble of 
particles: (a) uniform distribution; (б) Gaussian distribution  
kT = 1/40 eV. Q corresponds to 100 K, n = 2, distribution 
center corresponds to kT + Q. B is given in eV. The 
sum is normalized by the standard situation, when the 
entire ensemble of particles is at the point kT + Q. The 
discretization effect is felt on the graph, the dependence 
on the number of ensembles of particles

a

б
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ментально найденные частоты в модели гармони-
ческого осциллятора и, следовательно, закона Гука 
помогают параметризовать модель, построенную 
в рамках ММ. Амплитуда колебаний может быть 
значительной, что нарушает гармонический закон, 
т. е. надо использовать постоянные ангармонизма.

Если распространение теплоты происходит в 
кристалле, то необходимо применять формализм 
фононов: фононный спектр (см. рис. 2), возможный 
ангармонизм, фонон-фононное рассеяние и элек-
трон-фононное взаимодействие.

Например, в работе [9] для ZnO и Zn0,1Mg0,9O 
установлено влияние изменений характеристик 
локальной структуры, в частности координаци-
онного числа и длины связи, на параметры ангар-
монического потенциала U(x) = ax2/2 + bx3 + cx4. 
Здесь х — отклонение межатомных расстояний от 
их равновесных значений, параметр а выражает 
«наивный» закон Гука. Параметры потенциала 
оксида цинка использованы для расчета линейного 
коэффициента теплового расширения и характе-
ристической температуры Дебая θD.

Молярную теплоемкость можно рассчитать по 
формуле (3). Обратим внимание, что через послед-
нюю величину в формуле (3) теплоемкость связана 
с параметрами ангармонизма, но теплоемкость, в 
свою очередь, определяет по формуле (1) прира-
щение температуры

 
 (3)

Здесь R — универсальная газовая постоянная; θD, 
θE — температура Дебая и Эйнштейна соответ-
ственно; а — постоянная жесткости в потенциале 
для связи между атомами 1—2; M1-2 — приведен-
ная масса этих атомов. 

Для ZnO температура Дебая θD = 871 К [9] и 
может преодолеваться при температурных флук-
туациях.

В структуре вюрцита ZnO возможны [10] два 
вида межузельных атомов цинка и кислорода, при-
чем одни находятся в тетраэдрическом окружении, 
а другие — в октаэдрическом. Помимо межузель-
ного атома цинка могут образовываться и вакансии 
кислорода. Если рассматривать нано- или микро-
объем кристалла, то надо учитывать рассеяние 
фононов на точечных дефектах. Обычно же кол-
лективные возбуждения представляют как набор 
плоских невзаимодействующих гармонических 
волн (фононов)  

, 

который обычно разделяют на несколько интер-
валов спектра, полагая иногда для спектральной 
плотности фононов закон обратного корня. Здесь 
введена максимальная частота для r-го интервала. 
Для продольной и поперечных ветвей суммарный 
спектр, например, для алюминия имеет резкие 
перегибы и острые пики (критические точки, сингу-
лярности Ван Хова), причем этим значениям частот 
соответствуют нулевые групповые скорости. Время 
жизни фонона, помимо дисперсионного закона ω(k), 
связывающего частоту с поляризацией, — это его 
важная характеристика. При помощи фононного 
спектра можно выразить свободную энергию гар-
монического кристалла (постоянная Маделунга). 
Укажем еще на одну трудность: фононы являются 
Бозе-частицами, но какую температуру подстав-
лять в статистику Бозе—Эйнштейна? Описывая 
взаимодействие фононов, различают их слияние 
и распад, вводят энергию деформации и проце-
дуру квантования. Описывают также переброс 
импульса.

Согласно работе К.К. Абгарян [15], многомас-
штабное моделирование формализуется через 
базовую модель-композицию, предусматриваю-
щую восемь уровней иерархии, от атомарного (уро-
вень 0) до дискретно-континуального (уровень 7). 
Учет температурного фактора, т. е. не только расчет 
температурного поля, требует применение моделей 
уровней 1—2—3 и, в некоторых случаях, уровня 4. 
В работе [15] приведена многомасштабная компо-
зиция для расчета эффективного коэффициента 
теплопроводности наногетероструктуры. На уров-
не 3 этим же автором [14] предложено использова-
ние модели модального подавления, с учетом угла 
между осью теплопереноса и групповой скоростью 
фононов некоторой моды.

Хочется отметить важность перехода «атом-
ный кластер — статика» → «атомный кластер — 
динамика» на уровне 2. Хотелось бы предостеречь, 
что использование мощных средств расчета, как в 
случае рассмотренного в работе [14] кинетическо-
го уравнения Больцмана (даже трех-фононных 
столкновений) и нейросетевого счета, оправдано 
целями демонстрации и некоторой изящностью, 
«тонкостью» результатов, но не оправдано праг-
матикой задачи.

Важность краевых условий на границе области 
рассмотрения, хотя это замечание тривиально, ил-
люстрируется спецификацией термостатирования 
ансамбля фононов, если такой формализм выбран, 
и закреплением, или откреплением части концевых 
атомов при наивном расчете ММ.

Идеология многомасштабности отражена в 
формуле (2), поскольку в ее дискретном прочте-
нии коэффициенты mi ⇒ µ(T) легко трансфор-
мируются в плотность распределения случайной 
величины, которой становится температура. Они 
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могут быть взяты из ММ-симуляций затухания 
колебаний атомов («грузиков») для некоторой сети. 
Хотя дискретный вариант уравнения (2) больше 
соответствует ММ-расчету региона теплового воз-
действия, рассмотрим и непрерывный вариант (4):

    

 (4)

Интересно взглянуть на ММ-симуляцию 
как на динамику [16] коннекционистской системы 
(K-системы), где роль сигнала принадлежит фоно-
нам, а состояние элемента определяется электрон-
ной энергией, а также деформацией углов, т. е. мы 
имеем ситуацию, когда энергия Хартри—Фока 
для атома на небольшую величину отличается от 
минимальной, т. е. вблизи экстремума.

Методика расчета теплового фактора  
в 1D-2D материалах

Методика расчета [17] состоит в последова-
тельном исполнении пяти пунктов, четыре из ко-
торых связаны с вводимыми понятиями.

1. Ведем понятие «элементарный акт тепло-
выделения» (ЕАТ), которое моделируется тройкой 
〈τEAT, νEAT, qEAT〉 величин с характерными длитель-
ностью, объемом и тепловым эффектом. 

Выявление ЕАТ может быть нетривиально. 
Для реакции окисления цинка — это переход 
энергии электронных орбиталей (из атомных в 
молекулярные) через активированный комплекс 
в кинетическую энергию ядер по отдельности и 
молекулы в целом. Для теплового расчета [18—20] 
значима общая длительность всей оцепи пере-

ходов (1 пс?). В случае проводящего филамента 
обычное указание на джоулево тепло недостаточ-
но. Свой вклад могут вносить безызлучательные 
переходы электронов, например, между зоной про-
водимости и ловушечным уровнем в запрещенной 
зоне. Привычный макроскопический закон Джоу-
ля, наверняка, скрывает в себе тонкие детали вза-
имосвязи группового движения электронов зоны 
проводимости с генерацией фононов.

2. Область и распределение ЕАТ по простран-
ству, которое моделируется [21—24] многообразием 
G ∈ ℜ3, дискретным, но возможно и непрерывным, 
облаком точек, центров ЕАТ. Надо помнить, что 
ЕАТ распределены и во времени; наверняка, при-
сутствуют флуктуации во времени.

3. Радиус ЕАТ-воздействия ρEAT. Для кри-
сталлического материала — это длина свободного 
пробега фонона [25], а в формализме колебаний 
атомных связей — это характерная длина зату-
хания (корректнее рассматривать избыточную 
энергию колебаний и затухание до величины 
 

 Можно учесть анизотропию 
 
ρEAT, сведя тензор к скаляру. С этим связано время 
теплового воздействия, которое ранее оценивалось

нами в виде времени релаксации  что 

вытекает из оценки ρEAT.
4. Регион теплового воздействия (РТВ). На 

его границах можно задавать краевые условия 
для решения классического уравнения теплопро-
водности, баланса тепловых потоков, сравнения  
T∞ > Tex, выявления степени перегретости РТВ (раз-
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Рис. 7. Применение методики для роста микростержней и мемристора. 
«×» — центры тепловыделения; пунктир — граница зоны теплового воздействия; сплошная линия — условная граница 
зоны тепловыделения

Fig. 7. Application of the technique for the growth of microrods and memristor. “×” is centers of heat release; the dotted line is the 
boundary of the heat-affected zone; solid line is conditional boundary of the heat release zone
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Заключение

Показана актуальность выработки модель-
ных представлений и новых понятий (ЕАТ, РТВ), 

которые потом можно формализовать, для реше-
ния конкретно-расчетных задач в области тепло-
выделения, теплопередачи, воздействия теплоты 
для наноструктурированных 1D—2D материалов 
[18—20]. Две конкретные задачи, рассмотренные 
авторами, послужили только для осознания и 
постановки проблемы. Апробация же методики 
на будущих задачах предполагает ее уточнение 
и адаптацию самими исследователями под праг-
матику физико-технической ситуации. Тради-
ционное понимание проблемы тепловыделения в 
наноэлектронике сосредоточено на макро- и ме-
зоскопических эффектах избыточного нагрева и 
теплоотвода в керамике и других наноматериалах 
с измененными значениями коэффициентов тепло-
проводности. Принципиальная неравновесность 
наномасштабных эффектов до сих пор остается 
без внимания. Предложена методика, которая на 
последнем шаге решения классических уравне-
ний вне РТВ позволяет сосредоточить внимание 
на мезоэффектах.
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