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Аннотация. Электронные, магнитные, механические и другие свойства кристаллических ве-
ществ обусловлены особенностью их строения — периодичностью и симметрией решетки, 
поэтому определение структуры является важным этапом исследования таких материалов.  
В работе рассмотрен ряд металлов, имеющих кристаллическую решетку структурного типа 
ГПУ (гексагональная плотная упаковка) — бериллий, церий, кобальт, диспрозий, эрбий, гадо-
линий, гафний, гольмий, лантан, лютеций, магний, неодим, осмий, празеодим, рений, рутений, 
скандий, тербий, титан, таллий, тулий, иттрий, цирконий. Показано применение алгоритма 
имитации отжига для нахождения метрических параметров рассматриваемых материалов с 
использованием модели плотной упаковки, широко применяемой в кристаллографических 
расчетах. Представленная в работе собственная программная реализация алгоритма имитации 
отжига позволяет по заданным химической формуле и пространственной группе симметрии 
определить координаты атомов, входящих в элементарную ячейку кристаллической решетки, 
вычислить постоянные решетки и плотность упаковки атомов в ячейке кристалла структурного 
типа ГПУ. Перечисленные структурные характеристики могут быть использованы в качестве 
входных параметров при моделировании электронных, магнитных и других свойств рассмо-
тренных соединений. В статье приведено сравнение значений постоянных кристаллической 
решетки, полученных в результате численного моделирования, с опубликованными данными.
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Abstract. The electronic, magnetic, mechanical and other properties of crystalline substances are 
due to the feature of their structure — the periodicity and symmetry of the lattice, therefore, the de-
termination of the metrical parameters is an important stage in the study of the characteristics of such 
materials. The paper considers a number of metals having a crystal lattice of the hcp structural type 
(hexagonal close packing) – beryllium, cerium, cobalt, dysprosium, erbium, gadolinium, hafnium, hol-
mium, lanthanum, lutetium, magnesium, neodymium, osmium, praseodymium, rhenium, ruthenium, 
scandium, terbium, titanium, thallium, thulium, yttrium, zirconium. The paper shows the application of 
the annealing simulation algorithm to find the metric parameters of the materials under consideration 
using the dense packing model, which is widely used in crystallographic calculations. The own soft-
ware implementation of the annealing simulation algorithm presented in the paper makes it possible 
to determine the coordinates of the atoms included in the unit cell of the crystal lattice, to calculate 
the lattice constants and the packing density of atoms in the cell of the crystal of the hcp structural 
type, using the given chemical formula and space symmetry group. These structural characteristics 
can be used as input parameters in modeling the electronic, magnetic, and other properties of the 
considered materials. The paper compares the values of the crystal lattice constants obtained as a 
result of numerical simulation with published data.
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Введение

Металлы (в том числе, редкоземельные) широ-
ко применяются в различных отраслях электрон-
ной промышленности, что обуславливает актуаль-
ность исследования их свойств. 

Информация о структуре и свойствах мате-
риалов особенно важна при работе с объектами 
микро- и наноразмеров из-за высокой сложности 
проведения натурного эксперимента с ними. Это 
делает актуальным применение математического 
моделирования и аналитических исследований 
для прогнозирования материалов с требуемыми 
характеристиками. 

Данная статья посвящена численному модели-
рованию метрических параметров кристалличе-
ских материалов — постоянных кристаллической 
решетки (a, b, c) и плотности упаковки атомов в 
элементарной ячейке. Рассмотрен ряд металлов, 
реализуемых в структурном типе ГПУ (гексаго-
нальная плотная упаковка). 

Расчет метрических параметров

Для расчета метрических параметров была 
использована модель плотной упаковки, широко 
распространенная для моделирования кристалли-
ческих материалов. Согласно данной модели, атомы 
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заменяют твердыми несжимаемыми шарами опре-
деленного радиуса [1]. Под плотностью упаковки  
понимают отношение суммарного объема атомов, 
входящих в элементарную ячейку, к объему ячей-
ки [2—4], т. е.:

,aV
V

ρ =

где Va — суммарный объем атомов, входящих в 
ячейку; V — объем элементарной ячейки кри-
сталлической решетки. Требуется найти такую 
конфигурацию атомов элементарной ячейки, ко-
торая соответствует минимальному значению 
объема ячейки, и, следовательно, максимальному 
значению плотности упаковки. Система атомов 
считается устойчивой в рамках рассматриваемой 
модели, если значение ρ ∈ [0,47, 0,74]. В работах 
[5—6] показано использование этого подхода для 
расчета метрических параметров соединений раз-
личных классов (оксиды металлов [5], перовскит, 
двойной перовскит [6]) с кристаллической решет-
кой кубического типа симметрии (a = b = c, углы 
ячейки α = β = γ = 90°). В данной работе он приме-
няется для кристаллов с гексагональной решеткой  
(a = b ≠ c, α = β = 90°, γ = 120°, рис. 1). Были рас-

смотрены металлы, кристаллическая решетка 
которых реализуется в структурном типе ГПУ 
(гексагональная плотная упаковка, рис. 2). Такая 
структура описывается пространственной группой 
симметрии P63/mmc (№ 194 [7]), позиция Уайкова 
2с. Кроме того, гексагональная кристаллическая 
решетка характеризуется величиной c/a. В иде-
альных плотно упакованных металлах с гексаго-
нальной кристаллической решеткой отношение 
c/a = 1,633 [2].

Программная реализация 

Для решения поставленной задачи применя-
лась собственная программная реализация алго-
ритма имитации отжига [8] на языке программи-
рования C# [9], входными данными для которой 

Рис. 1. Гексагональная кристаллическая решетка

Fig. 1. Hexagonal crystal lattice

Рис. 2. Структура ГПУ

Fig. 2. Structure of a hexagonal close packing

являются химическая формула, радиусы атомов, 
входящих в соединение, а также пространственная 
группа симметрии и справочная кристаллографи-
ческая информация (в частности, операции симме-
трии и позиции Уайкова [7], входящие в выбранную 
пользователем группу).

Справочная информация, необходимая для 
расчетов, хранится в ранее разработанной базе 
данных. Для работы была выбрана реляционная 
система управления базами данных (СУБД) MS 
SQL Server [10], которая позволяет обеспечить 
логическую целостность спроектированной схе-
мы и возможность доступа к информации по-
средством SQL-запросов. Доступ к данным осу-
ществляется с использованием библиотеки Entity 
Framework 6.1.3 для взаимодействия с СУБД и 
обработки данных [11, 12]. 

Выходными данными, получаемыми в резуль-
тате работы расчетного модуля, являются:

- постоянные кристаллической решетки  
(a, b, c);

- плотность упаковки;
- координаты входящих в элементарную 

ячейку атомов. 
Результаты расчетов и набор входных пара-

метров также сохраняются в соответствующей 
подсхеме базы данных и могут быть использованы 
для дальнейших исследований.

Радиусы атомов химических элементов для 
проведения расчетов были взяты из [13]. 

Результаты моделирования

Основные результаты вычислений приведены 
в табл. 1.

Данные, приведенные в табл. 1, показывают, 
что результаты моделирования структурных ха-
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рактеристик рассмотренных соединений согласу-
ются с опубликованными значениями [14].

Заключение

В работе выполнено моделирование металлов 
с кристаллической структурой типа ГПУ. Полу-
ченные значения метрических параметров согла-
суются с табличными данными. 

Полученные результаты могут быть исполь-
зованы при проведении квантовомеханических 
расчетов на базе теории функционала электрон-
ной плотности [15, 16], с помощью которых можно 
уточнить координаты системы атомов, а также рас-
считать электронные, магнитные и другие свойства 
соединений.
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