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Аннотация. Работа посвящена вопросам имитационного моделирования аналоговой им-
пульсной нейронной сети на основе мемристивных элементов в рамках задачи распознавания 
образов. Имитационное моделирование позволяет выполнить настройку сети на уровне мате-
матической модели, и впоследствии использовать полученные параметры непосредственно в 
процессе функционирования. Модель сети задается в виде динамической системы, которая 
может состоять из десятков и сотен тысяч обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Естественным образом возникает потребность в эффективной и параллельной реализации 
соответствующей имитационной модели. В качестве технологии для распараллеливания вы-
числений используется OpenMP (Open Multi-Processing), так как она позволяет достаточно 
легко создавать многопоточные приложения на различных языках программирования. Эффек-
тивность распараллеливания оценивается на задаче моделирования процесса обучения сети 
распознаванию набора из пяти изображений размера 128 на 128 пикселей, которая приводит 
к решению порядка 80 тысяч дифференциальных уравнений. На данной задаче получено более 
чем шестикратное ускорение вычислений. 
Согласно экспериментальным данным, характер функционирования мемристоров является 
стохастическим, о чем свидетельствует разброс в вольт-амперных характеристиках в процессе 
переключения между высокоомным и низкоомным состояниями. Для учета этой особенности 
применяется модель мемристора с интервальными параметрами, которая дает ограничения 
сверху и снизу на интересующие величины, и заключает экспериментальные кривые в коридоры. 
При моделировании работы всей аналоговой самообучающейся импульсной нейронной сети, 
каждую эпоху обучения параметры мемристоров задаются случайным образом из подобранных 
интервалов. Такой подход позволяет обойтись без применения стохастического математиче-
ского аппарата, тем самым дополнительно уменьшив вычислительные затраты.

Ключевые слова: импульсная нейронная сеть, STDP, распознавание, мемристор, HfO2, LiNbO3, 
интервальная модель, ВАХ, параллельные вычисления, OpenMP
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Abstract. The work is devoted to the issues of simulation modeling of an analog impulse neural network 
based on memristive elements within the framework of the problem of pattern recognition. Simulation 
modeling allows you to configure the network at the level of a mathematical model, and subsequently 
use the obtained parameters directly in the process of operation. The network model is given as a dy-
namic system, which can consist of tens and hundreds of thousands of ordinary differential equations. 
Naturally, there is a need for an efficient and parallel implementation of an appropriate simulation model. 
OpenMP (Open Multi-Processing) is used as a technology for parallelizing calculations, since it allows 
you to easily create multi-threaded applications in various programming languages. The efficiency of 
parallelization is evaluated on the problem of modeling the process of learning the network to recog-
nize a set of five images of size 128 by 128 pixels, which leads to the solution of about 80 thousand 
differential equations. On this problem, more than a sixfold acceleration of calculations was obtained.
According to experimental data, the character of memristor operation is stochastic, as evidenced by 
the spread in the current-voltage characteristics during switching between high-resistance and low-
resistance states. To take this feature into account, a memristor model with interval parameters is used, 
which gives upper and lower limits on the quantities of interest, and encloses the experimental curves 
in corridors. When modeling the operation of the entire analog self-learning impulse neural network, 
each epoch of training, the parameters of the memristors are set randomly from the selected intervals. 
This approach makes it possible to do without the use of a stochastic mathematical apparatus, thereby 
further reducing computational costs.
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Введение

Искусственные	нейронные	сети	используются	
во	многих	областях	современной	жизни	и	позволя-
ют	 решать	 актуальные	 и	 практически	 значимые	
задачи,	которые	зачастую	не	поддаются	решению	

с	помощью	классических	подходов.	Для	ускорения	
работы	нейросетевых	алгоритмов	ведутся	разра-
ботки	 специальных	 процессоров,	 основанных	 на	
принципах	действия	человеческого	мозга	и	пред-
ставляющих	 собой	 аппаратную	 реализацию	 им-
пульсных	(спайковых)	нейронных	сетей	[1].	

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ В МАТЕРИАЛОВЕДЕНИИ ЭЛЕКТРОННЫХ КОМПОНЕНТОВ
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Настоящая	работа	посвящена	вопросам	ими-
тационного	моделирования	аналоговой	импульсной	
нейронной	сети	на	основе	мемристивных	элемен-
тов	[2—4]	в	рамках	задачи	распознавания	образов.	
Имитационное	 моделирование	 позволяет	 выпол-
нить	 настройку	 сети	 на	 уровне	 математической	
модели,	и	впоследствии	использовать	полученные	
параметры	непосредственно	в	процессе	функцио-
нирования.

Ранее	авторами	настоящей	работы	была	раз-
работана	математическая	модель	аналоговой	им-
пульсной	 нейронной	 сети	 основанной	 на	 мемри-
стивных	элементах	[5,	6]	с	методом	самообучения	
Spike Timing Dependent Plasticity	 (STDP)	 [7—9].	
Каждый	 синапс	 представляет	 собой	 мемристор,	
который	 описывается	 с	 помощью	 дифференци-
ального	 уравнения	 относительно	 переменной	 со-
стояния,	характеризующей	уровень	проводимости	
элемента.	

Модель	сети	задается	в	виде	системы	обыкно-
венных	 дифференциальных	 уравнений,	 которая	
может	состоять	из	десятков	и	сотен	тысяч	уравне-
ний.	Естественным	образом	возникает	потребность	
в	эффективной	и	параллельной	реализации	соот-
ветствующей	 имитационной	 модели.	 В	 качестве	
технологии	для	распараллеливания	вычислений	в	
работе	предлагается		использовать	OpenMP	(Open 
Multi-Processing)	[10],	так	как	она	позволяет	доста-
точно	легко	создавать	многопоточные	приложения	
на	различных	языках	программирования.	OpenMP	
—	это	набор	директив	компилятора,	библиотечных	
процедур	и	переменных	окружения,	которые	пред-
назначены	для	программирования	многопоточных	
приложений	 на	 многопроцессорных	 системах	 с	
общей	памятью	[11].	Эффективность	распаралле-
ливания	 оценивается	 на	 задаче	 моделирования	
процесса	обучения	сети	распознаванию	набора	из	
пяти	 изображений	 размера	 128	 на	 128	 пикселей,	
которая	 приводит	 к	 решению	 порядка	 80	 тысяч	
дифференциальных	уравнений.

Согласно	экспериментальным	данным,	харак-
тер	 функционирования	 мемристоров	 является	
стохастическим,	 о	 чем	 свидетельствует	 разброс	
в	 вольт-амперных	 характеристиках	 в	 процессе	
переключения	между	высокоомным	и	низкоомным	
состояниями	[12,	13].	Для	учета	разброса	характе-
ристик	 элементов	 в	 работах	 [14—16]	 рассмотрен	
подход,	 заключающийся	 в	 замене	 детерминиро-
ванного	дифференциального	уравнения	состояния	
мемристора	на	стохастическое	дифференциальное	
уравнение	путем	введения	слагаемого,	моделиру-
ющего	 аддитивный	 (гауссовский)	 шум.	 В	 работе	
[17]	 предложен	 другой	 подход,	 в	 основе	 которого	
лежит	 интервальный	 математический	 аппарат:	
предлагается	модель	мемристора	с	интервальными	
параметрами,	которая	дает	ограничения	сверху	и	
снизу	 на	 интересующие	 величины,	 и	 заключа-

ет	 экспериментальные	 кривые	 в	 коридоры.	 Для	
получения	такой	интервальной	модели	в	[18]	был	
разработан	 аппарат	 для	 интервальной	 параме-
трической	идентификации	динамических	систем.	
При	моделировании	работы	всей	аналоговой	само-
обучающейся	импульсной	нейронной	сети,	каждую	
эпоху	обучения	параметры	мемристоров	задаются	
случайным	 образом	 из	 подобранных	 интервалов.	
Результаты	 имитационного	 моделирования	 ра-
боты	сети,	полученные	с	использованием	данных	
двух	подходов	к	учету	особенностей	мемристоров,	
согласуются	друг	с	другом,	однако	интервальный		
подход	позволяет	обойтись	без	применения	стоха-
стического	математического	аппарата	(без	числен-
ного	 интегрирования	 стохастических	 дифферен-
циальных	уравнений),	тем	самым	дополнительно	
уменьшая	вычислительные	затраты.	

Во	 втором	 разделе	 приводятся	 две	 модели	
мемристоров	c	интервальными	параметрами	соот-
ветствующие	элементам	на	основе	HfO2	и	LiNbO3.	
В	третьем	разделе	представлена	математическая	
модель	 аналоговой	 импульсной	 нейронной	 сети,	
основанной	на	мемристивных	элементах	с	методом	
самообучения	STDP,	и	описаны	основные	моменты	
параллельной	её	реализации.	В	четвертом	разделе	
решается	задача	моделирования	процесса	обуче-
ния	сети	распознаванию	набора	из	пяти	изображе-
ний	и	приводится	оценка	полученного	ускорения	от	
распараллеливания.	В	заключении	формулируют-
ся	основные	результаты	работы.

Интервальные математические модели 
мемристоров

Характер	 функционирования	 мемристоров	
является	стохастическим,	что	проявляется	в	ви-
де	 разброса	 в	 вольт-амперных	 характеристиках	
в	 процессе	 переключения	 между	 высокоомным	
и	низкоомным	состояниями.	Для	учета	этой	осо-

Рис. 1. Исходная зависимость напряжения от времени в 
эксперименте

Fig. 1. Initial dependence of voltage on time in the experiment
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бенности	 применяются	 модели	 с	 интервальными	
параметрами,	 которые	 дают	 ограничения	 сверху	
и	снизу	на	интересующие	величины,	и	заключает	
экспериментальные	кривые	в	коридоры.

Сначала	рассматривается	модификация	моде-
ли	мемристора,	представленной	в	[19]:	

p	=	2round	[b(|V(t)	+	c |-1],

где	x	—	переменная	состояния;	a	∈	[1,000,	1,119]	B-5	
—	постоянная,	определяемая	свойствами	матери-

ала;	s	=	5	—	нечетное	целое	число;	I(t),	V(t),	R(t)	 —	
текущие	значения	тока,	напряжения	и	сопротив-
ления;	Vthr	=	0,4	В	—	пороговое	значение	напряже-
ния	активации;	n	=	9,	b	=	9	∙	10-5	В,	c	=	1,5	∙	10-4	 В,		
aM	∈	 [1,674,	 2,114]	 B-1,	 g	∈	 [–0.019,	 0.415]	 B-1,		
d	∈	 [-0,011,	 1,464]	 мкА	 —	 подгоночные	 параме-
тры	 в	 выражении	 для	 тока;	 round	 —	 функция	
получения	целочисленного	результата;	b	=	15	В,		
c	 =	 2	 В	—	подгоночные	коэффициенты	основного	
уравнения.	 Данные	 значения	 параметров	 полу-
чены	с	помощью	подхода	описанного	в	работе	[18]	
для	 наилучшего	 воспроизведения	 эксперимен-
тальных	данных	по	мемристору	на	основе	оксида	
гафния	 [19].	 На	 рис.	 1	 показана	 зависимость	 на-
пряжения	от	времени	V(t),	на	рис.	2	черной	кривой	
представлена	экспериментальная	вольтамперная	
характеристика	(ВАХ)	и	на	рис.	3	восстановлен-
ная	по	V(t)	и	ВАХ	зависимость	тока	от	времени.	
Серым	цветом	показаны	полученные	модельные	
интервальные	оценки.

Далее	приведем	модель,	полученную	в	работе	
[17]	для	мемристора	на	основе	LiNbO3.	

Переменно-резисторная	модель	тонкопленоч-
ного	мемристора,	основанная	на	экспоненциальной	
модели	дрейфа	 легирующей	 примеси	 [20]	 с	 огра-
ничением	 по	 максимальному	 току	 описывается	
следующими	уравнениями:

R(t)	=	Ronx(t)	+	Roff(1	–	x(t)),

где	x	—	переменная	состояния;	I(t),	V(t),	R(t)	—	зна-
чения	тока,	напряжения	и	сопротивления	в	момент	
времени	t;	Ron,	Roff	—	минимальное	и	максималь-
ное	сопротивление	мемристора;	Vn,	Vp	—	значения	
напряжений,	 при	 которых	 происходит	 переклю-
чение	состояния;	mν	—	коэффициент	легирующей	
подвижности;	 D	 —	 толщина	 полупроводниковой	
пленки;	Imax	—	максимальное	значение	тока;	d	—	
параметр	 в	 виде	 слагаемого	 с	 весовым	 коэффи-
циентом,	 зависящим	 от	 напряжения,	 вводимый	
в	 уравнение	 тока	 для	 расширения	 обобщающих	
способностей	модели.

На	рис.	4	показана	экспериментальная	зави-
симость	тока	от	времени	при	определенной	форме	

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ В МАТЕРИАЛОВЕДЕНИИ ЭЛЕКТРОННЫХ КОМПОНЕНТОВ

Рис. 2. Экспериментальная и модельная вольтамперные 
характеристики

Fig. 2. Experimental and model current-voltage characteristics

Рис. 3. Экспериментальная и модельная зависимости тока 
от времени

Fig. 3. Experimental and model dependences of the current on 
time
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напряжения	 для	 мемристора	 на	 основе	 LiNbO3	
[21,	 22].	Еще	раз	отметим,	что	типична	ситуация,	
когда	 экспериментальные	 данные	 представляют	

собой	 пучок	 траекторий,	 который	 соответствует	
разным	циклам	переключения	мемристора.	

При	 значениях	 параметров	 Imax	 =	 100	 мА,	
D	 =	 4	∙	10-7	 м,	 Ron	∈	 [14,46,	 29,46]	 Ом,	Roff	∈	 [209,6,	
210,8]	 Ом,	 Vn	∈	 [–5,2,	 4,66]	 В,	 Vp	∈	 [2,88,	 3,04]	 В,		
mν	∈	[3,77	∙	10-14,	5,03	∙	10-14],	d	∈	[–0,01,	0,012]	усред-
ненная	экспериментальная	кривая	полностью	со-
держится	в	модельных	интервальных	оценках.	На	
рис.	5	показана	интервальная	оценка	зависимости	
тока	от	времени,	а	на	рис.	6	—	интервальная	ВАХ.

Обе	 приведенные	 модели	 с	 интервальными	
параметрами	дают	интервальные	оценки,	которые	
полностью	 содержат	 в	 себе	 экспериментальные	
данные,	что	дополнительно	подтверждает	эффек-
тивность	подхода	к	интервальной	параметрической	
идентификации	динамических	систем,	представ-
ленного	в	работе	[18].

При	дальнейшем	моделировании	работы	ней-
ронной	сети,	каждую	эпоху	обучения	параметры	
мемристоров	задаются	случайным	образом	из	со-
ответствующих	интервалов.	

Математическая модель нейронной сети  
и особенности распараллеливания 

Математическая	модель	аналоговой	импульс-
ной	нейронной	сети	для	распознавания	n	изобра-
жений	размером	w	×	h	пикселей	задается	следую-
щими	соотношениями	в	соответствии	с	работой	[5]:

	

a б

Рис. 4. Зависимости тока (а) и напряжения (б) от времени в эксперименте

Fig. 4. Dependences of current (a) and voltage (б) on time in the experiment

Рис. 6. Сравнение интервальной ВАХ с экспериментальной 
кривой

Fig. 6. Comparison of the interval current-voltage characteris-
tic with the experimental curve

Рис. 5. Сравнение интервальной оценки зависимости тока 
от времени с экспериментальной кривой

Fig. 5. Comparison of the interval estimate of the dependence 
of the current on time with the experimental curve
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,	

xi,j(0)	=	random	[0,	1],	 int
jV (0)	=	0,	

tj(0)	>	max(tr,	tout),		i	=	1,	…,	w	×	h,	j	=	1,	…,	n,

где	 Vg
i	 —	 текущее	 значение	 напряжения	 на	 i-м	

входе	 нейронной	 сети;	 Vte
j
	 —	 текущее	 значение	

напряжения	в	обратной	связи	j-го	нейрона;	 out
jV 	

—	текущее	значение	напряжения	на	выходе	j-го	
нейрона;	tj	—	время,	прошедшее	после	последней	
активации	 j-го	 нейрона;	 int

jV 	 —	 напряжение	 на	
конденсаторе	 j-го	 нейрона;	 Rint,	 Cint	 —	 значение	
сопротивления	 и	 емкости	 у	 нейронов;	 Vte

+,	 Vte
0	 —	

значения	 амплитуды	 импульсов	 обратной	 связи	
и	 значение	 напряжения	 по	 умолчанию;	 outV+

	 —	
амплитуда	 выходного	 импульса;	 Vth	 —	 уровень	
напряжения	активации	нейрона;	Ri,j	—	значение	
сопротивления	мемристора	i-го	синапса	j-го	ней-
рона;	xi,j	—	состояние	мемристора	i-го	синапса	j-го	
нейрона;	tr	 —	 длительность	 сигнала	 в	 обратной	
связи	после	активации	нейрона;	ts	—	длительность	
одного	импульса	в	сигнале	обратной	связи,	2ts	<	tr;	
tout	 —	 длительность	 одного	 импульса	 на	 выходе	
сети;	a	—	коэффициент	подавления;	dij	—	символ	
Кронекера;	d(x)	—	дельта-функция;	q(x)	—	функ-
ция	Хэвисайда;	зависимости	FX	и	Ri,j	определяются	
в	соответствии	с	моделью	мемристора.

Количество	 обыкновенных	 дифференци-
альных	 уравнений	 в	 приведенной	 выше	 системе	

составляет	 nwh	 +	 2n.	 При	 размерах	 распознава-
емых	 изображений,	 отвечающим	 современным	
практическим	 задачам,	 количество	 уравнений	
будет	 исчисляться	 десятками	 и	 сотнями	 тысяч.	
Естественным	 образом	 возникает	 потребность	 в	
эффективной	 и	 параллельной	 реализации	 соот-
ветствующей	имитационной	модели.	

Технология	(или	стандарт)	OpenMP	—	пред-
ставляет	собой	набор	директив	компилятора,	би-
блиотечных	 методов,	 а	 также	 переменных	 окру-
жения,	предназначенных	для	программирования	
многопоточных	 приложений	 на	 многопроцессор-
ных	системах	с	общей	памятью	(SMP-системах).

Технология	OpenMP	начинает	свою	историю	
с	1997	г.	и	за	прошедшее	время	зарекомендовала	
себя	как	очень	удобная	технология	для	создания	
легко	переносимых	многопоточных	приложений.	

Как	 правило,	 для	 высоконагруженных	 про-
грамм	справедливо	утверждение,	что	90	%	времени	
работы	приходится	на	10	%	программного	кода,	и	
эти	10	%	являются	циклами.	В	самом	простом	слу-
чае	чтобы	распараллелить	цикл,	итерации	которо-
го	независимые,	достаточно	перед	циклом	написать	
всего	одну	строчку:	#pragma	omp	parallel	for,	и	по-
сле	этого	итерации	будут	выполняться	на	разных	
вычислительных	ядрах.	А	если,	например,	в	цикле	
еще	происходит	суммирование	каких-то	значений	
в	общую	переменную	sum,	то	необходимо	добавить	
директиву	 reduction(+:sum).	 Это	 демонстрирует	
простоту	и	удобство	данной	технологии.

В	 процессе	 имитационного	 моделирования	
выполняется	 численное	 решение	 системы	 ОДУ,	
заключающееся	 в	 многократном	 вычислении	
правой	 части	 системы,	 что	 является	 наиболее	
трудозатратой	 операцией.	 Так	 как	 в	 рамках	 од-
ного	вычисления	правой	части	уравнения	явля-
ются	независимыми,	то	здесь	удобно	применить	
технологию	 OpenMP	 для	 распараллеливания	
циклов,	соответствующих	индексам	i	и	j	в	описа-
нии	модели.

Результаты и их обсуждение

Рассматривается	задача	распознавания	пяти	
изображений	размером	128	на	128	пикселей,	пред-
ставленных	на	рис.	7	[23].	Общее	количество	диф-
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Рис. 7. Распознаваемые изображения

Fig. 7. Recognizable images
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ференциальных	 уравнений	 в	 модели	 составляет	
81930	(128	×	128	×	5	+	2	×	5).	Вычисления	производи-
лись	на	процессоре	Intel(R)	Xeon(R)	CPU	E5-2620.	
В	 качестве	 модели	 мемриcтора	 использовалась	
модель,	соответствующая	LiNbO3.

В	 процессе	 имитационного	 моделирования	
подобраны	 следующие	 значения	 параметров	 мо-
дели:	Rint	=	10,9	Ом,	Cint	=	4,1	мФ,	Vte

+	=	1,55	В,	Vte
–	=	

=	-1,6	 B,	 Vte
0	 =	 10	 мВ,	 outV+ 	 =	 2	 В,	 Vth	 =	 2,5	 мВ,		

tr	=	15	мс,	ts	=	1	мс,	tout	=	1	мс,	a	=	0,1.
На	 рис.	 8	 показан	 процесс	 адаптации	 синап-

тических	весов	к	распознаваемым	образцам.	Цвет	
соответствует	 значению	 переменной	 состояния	
соответствующего	 мемристора:	 чем	 темнее,	 тем	
проводимость	больше;	чем	светлее,	тем	меньше.

Соответствие	переменных	состояний	распоз-
наваемым	образцам	говорит	о	том,	что	сеть	успеш-
но	обучилась	и	запомнила	заданные	изображения.

На	рис.	9	показана	зависимость	ускорения	от	
количества	вычислительных	потоков	(S	=	T1/Tp,	
где	T1	—	время	работы	последовательной	версии	
реализации;	 Tp	 —	 время	 работы	 параллельной	

Рис. 8. Изменение состояний мемристоров в процессе обучения

Fig. 8. Changing the states of memristors during the learning process

Рис. 9. Зависимость ускорения от количества вычислитель-
ных потоков

Fig. 9. Dependence of acceleration on the number of computa-
tional threads

0 эпох 500 эпох 1000 эпох 2000 эпох 5000 эпох 10000 эпох
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версии	 реализации	 с	 использованием	 P	 вычис-
лительных	потоков).	За	счет	распараллеливания	
удалось	 получить	 шестикратное	 ускорение	 вы-
числений.

Заключение

В	работе	рассмотрены	вопросы	эффективной	
параллельной	реализации	имитационной	модели	
аналоговой	импульсной	нейронной	сети	на	основе	
мемристивных	 элементов.	 Модель	 сети	 задает-
ся	в	виде	динамической	системы,	которая	может	
включать	 в	 себя	 десятки	 и	 сотни	 тысяч	 диффе-
ренциальных	уравнений.	Для	эффективного	учета	

стохастических	особенностей	функционирования	
мемристоров	использовались	модели	с	интерваль-
ными	 параметрами.	 Распараллеливание	 выпол-
няется	с	помощью	технологии	OpenMP	на	уровне	
вычисления	правой	части	системы	ОДУ	в	процессе	
численного	интегрирования.	Эффективность	рас-
параллеливания	 вычислений	 продемонстрирова-
на	 на	 задаче	 моделирования	 процесса	 обучения	
сети	распознаванию	набора	из	пяти	изображений	
размера	128	на	128	пикселей,	которая	приводит	к	
решению	 порядка	 80	 тысяч	 дифференциальных	
уравнений.	В	результате	получено	более	чем	ше-
стикратное	ускорение	вычислений.	
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