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Аннотация. Теоретически исследована макроскопическая квантовая динамика в фрустриро-
ванных сетях взаимодействующих джозефсоновских контактов (ф-СДК). Рассмотрено два типа 
ф-СДК: квазиодномерная пилообразные цепочка и двумерная кагомэ решетка малых (кванто-
вых) джозефсоновских контактов. Фрустрация в системе вводится с помощью периодически 
расположенных 0- и π-джозефсоновских контактов. В фрустрированном режиме спонтанные 
вихревые токи двух противоположных направлений протекают в каждом базовом элементе 
ф-СДК, состоящего из трех сверхпроводящих островов, соединенных джозефсоновскими 
контактами. Коллективная квантовая динамика вихревых токов описывается эффективным 
гамильтонианом взаимодействующих спинов, в котором были учтены и квантовая суперпо-
зиция вихревых токов в отдельном базовом элементе и дальнодействующее взаимодействие 
между вихревыми токами. Обсуждаются два типа взаимодействия: зарядовое взаимодействие 
между сверхпроводящими островами в пилообразных цепочках и топологические ограничения  
в решетке кагомэ. Показано, что дальнодействующее взаимодействие спинов в этих ф-СДК 
позволяет реализовать различные коллективные квантовые фазы с большой квантовой запутан-
ностью. Предполагается, что ф-СДК могут стать перспективной платформой для моделирования 
сложных сильно коррелированных электронных твердотельных, молекулярных и биологических 
систем, а также магнитных систем с фрустрацией.
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Abstract. We report a theoretical study of the macroscopic quantum dynamics in frustrated networks 
of interacting Josephson junctions (f-NJJs). We consider two exemplary types of f-NJJs: quasi-1D 
sawtooth arrays and 2D Kagome lattice of small (quantum) Josephson junctions. The frustration is 
provided by periodically arranged 0- and π-Josephson junctions. In the frustration regime the clock-
wise (anticlockwise) persistent currents penetrate each basic cell, i.e., three superconducting islands 
connected by Josephson junctions. Collective quantum dynamics of persistent currents is described 
by the effective interacting spins Hamiltonian where we take into account the quantum superposition of 
persistent currents in a single cell induced by the macroscopic quantum tunneling of Josephson phases 
and a long-range interaction between persistent currents. Two types of interaction are discussed: 
charge interaction between superconducting islands in sawtooth arrays and topological constraints in 
Kagome lattice. We demonstrate that the long-interaction between spins in these f-NJJs allows one 
to realize the various collective quantum phases with a large quantum entanglement. We anticipate 
that f-NJJs can be a perspective platform for modeling complex strongly correlated electronic solid 
state, molecular, and biological systems, as well as frustrated magnetic systems.
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ФИЗИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА И МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Введение

Развитие	 сверхпроводниковых	 технологий	
привело	к	возможности	создания	разнообразных	
сетей	джозефсоновских	контактов	(СДК)	[1—3].	Та-
кие	сети	состоят	из	большого	числа	периодически	
расположенных	 сверхпроводящих	 островков	 со-
единенных	джозефсоновскими	контактами	[1,	4,	5].	
Одно-	или	двумерные	СДК	уже	много	лет	исполь-
зуются	 для	 создания	 различных	 высокоточных	
приборов,	например,	стандарта	вольта,	магнитных	
переключателей,	быстрой	сверхпроводниковой	ло-
гики	на	одиночных	флаксонах	и	т.	д.	[6,	7]

В	связи	с	развитием	исследований	в	области	
квантовой	информации	интерес	научного	сообще-
ства	 переключился	 сейчас	 на	 теоретическое	 и	
экспериментальное	исследования	динамики	СДК,	
работающих	 в	 макроскопическом	 квантовом	 ре-
жиме	[8,	 9].	 Этот	 интерес	 прежде	 всего	 связан	 с	

созданием	универсального	квантового	компьютера,	
построенного	на	взаимодействующих	сверхпрово-
дниковых	кубитах,	который	позволит	решать	са-
мые	общие	задачи	науки	и	техники	[10].	Разработ-
ка	разных	типов	и	моделей	сверхпроводниковых	
кубитов	 [11—14],	 например,	 потоковых	 кубитов,	
трансмонов,	или	зарядовых	кубитов,	соединитель-
ных	и	считывающих	элементов,	блоков,	передаю-
щих	состояния,	и	т.	д.,	позволяет	реализовать	экс-
периментально	 самые	 разнообразные	 квантовые	
СДК	 [15—18].	 Кроме	 универсального	 квантового	
компьютера	даже	небольшие	СДК	могут	быть	ис-
пользованы	 для	 квантового	 аналогового	 модели-
рования	сложных	сильно	коррелированных	элек-
тронных	твердотельных,	молекулярных	и	биологи-
ческих	систем.	Главная	идея	такого	моделирования	
заключается	в	описании	квантовой	динамики	СДК	
с	помощью	эффективного	гамильтониана	взаимо-
действующих	 спинов	 [15,	 16,	 19].	 Следовательно,	
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экспериментально	найденные	когерентные	кванто-
вые	состояния	в	таких	СДК	могут	быть	применимы	
к	реальным,	например,	магнитным	системам,	чьи	
свойства	также	описываются	спиновыми	гамиль-
тонианами	 со	 взаимодействием	 [20—22].	 С	помо-
щью	специально	созданных	квантовых	СДК	уже	
были	проведены	экспериментальные	исследования	
таких	 фундаментальных	 физических	 явлений	
как	переход	Березинского—Костерлица—Таулес-
са	[15],	 квантовая	 динамика	 в	 спиновых	 стеклах	
[16],	 многочастичная	 локализация	 [18],	 краевые	
моды	Майорана	[23],	фрустрированные	сети	взаи-
модействующих	кубитов	[17,	24,	25].

С	другой	стороны,	одним	из	важных	направ-
лений	в	исследовании	магнитных	систем	является	
изучение	фрустрированных	магнетиков,	в	которых	
фрустрация	возникает	либо	в	результате	конку-
ренции	ферромагнитных	и	антиферромагнитных	
взаимодействий	 между	 локализованными	 маг-
нитными	моментами	(спинами)	—	магнитная	фру-
страция	[20,	26],	либо	в	следствие	особой	геометрии	
расположения	локализованных	магнитных	момен-
тов	(геометрическая	фрустрация)	[20—22,	27—30].	
Фрустрация	 в	 магнитных	 системах	 приводит	 к	
сильно	 вырожденному	 классическому	 основному	
состоянию,	большому	количеству	низколежащих	
метастабильных	состояний	и	длительному	времени	
релаксации	при	низких	температурах	[21,	22,	31].	
Предполагается,	что	наличие	фрустрации	может	

приводить	 к	 образованию	 спиновых	 жидкостей	
[22],	в	которых	составляющие	спины	сильно	кор-
релированы,	однако	дальний	порядок	отсутству-
ет	 [20—22].	 Спиновые	 жидкости	 демонстрируют	
замечательные	коллективные	явления,	такие	как	
возникающие	калибровочные	поля,	дробные	воз-
буждения	частиц,	квантовую	запутанность	и	др.

Именно	 поэтому	 следующим	 естественным	
шагом	в	области	исследований	квантовых	СДК	бы-
ло	бы	детальное	изучение	физики	фрустрирован-
ных	сетей	джозефсоновских	переходов	(ф-СДК)	и,	
в	частности,	идентификация	коллективных	кван-
товых	фаз,	которые	возникают	в	этом	случае.	Хотя	
классическая	нелинейная	динамика	ф-СДК	в	про-
шлом	подробно	изучалась	[4,	32—35],	квантовому	
режиму	уделялось	гораздо	меньше	внимания,	см.,	
например,	[24,	36,	37].

В	статье	представлен	подробный	анализ	кван-
тового	моделирования	для	специальных	низкораз-
мерных	(квазиодномерных	и	двумерных)	ф-СДК,	
а	именно	пилообразной	цепочки	и	решетки	кагомэ.	
Отличительная	особенность	таких	ф-СДК	состоит	
в	том,	что	соседние	треугольные	ячейки	соединены	
общим	сверпроводниковым	островком,	но	не	име-
ют	общих	джозефсоновских	контактов.	Типичные	
ф-СДК	представлены	на	рис.	1.	В	таких	системах	
фрустрацию	 удобно	 вводить	 с	 помощью	 метода,	
предложенного	в	работах	[33,	34],	через	периоди-
ческое	 расположение	 0-	 и	π-джозефсоновских	

Рис. 1. Два типа фрустрированных сетей джозефсоновских контактов (ф-СДК): одномерная пилообразная цепочка (а);  
двумерная структура кагомэ (б)

Fig. 1. Two types of the frustrated networks of Josephson junctions (f-NJJs): 1D sawtooth (a) and 2D kagome lattice (б)

а

б
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переходов,	а	параметр	фрустрации,	0	≤	f	≤	1,	опре-
деляется	 как	 f	 =	 (1	-	α)/2,	 где	 параметер	α	 (-1	≤	
α	≤	 1))	 —	 отношение	 джозефсоновских	 энергий	
π-	 и	 0-джозефсоновских	 контактов.	 Экспери-
ментальные	 реализации	 таких	 ф-СДК	 требуют	
π-джозефсоновских	 переходов,	 которые	 могут	
быть	изготовлены	на	основе	переходов	сверхпро-
водник	 —	 ферромагнетик	 —	 сверхпроводник	 [5]	
или	 различных	 многоконтактных	 СКВИДОВ	 во	
внешнем	магнитном	поле	[12,	38].	

В	классическом	пределе	 [33],	когда	все	кван-
товые	 эффекты	 уменьшаются,	 при	 f	 =	 fcr	 про-
исходит	 переход	 между	 нефрустрированным		
(0	 <	 f	 <	 fcr)	 и	 фрустрированным	 (fcr	 <	 f	 <	 1)	 ре-
жимами.	В	нефрустрированном	режиме	основное	
состояние	уникально,	все	джозефсоновские	фазы	
равны	нулю.	Напротив,	основное	состояние	в	фру-
стрированном	 режиме	 макроскопически	 вырож-
дено,	 и	 джозефсоновские	фазы	 могут	принимать	
два	разных	набора	значений	в	каждой	ячейке	СДК,	
соответствующих	вихревым	незатухающим	токам	
разных	направлений.

При	низких	температурах	макроскопическое	
квантовое	 туннелирование	 приводит	 к	 суперпо-
зиции	незатухающих	токов	разных	направлений,	
а	взаимодействие	между	токами,	протекающими	

в	 разных	 ячейках,	 может	 приводить	 к	 сложным	
запутанным	 квантовым	 коллективным	 состоя-
ниям.	 Мы	 рассмотрим	 два	 типа	 взаимодействий:	
учет	емкости	сверхпроводниковых	островков,	ко-
торый	 приводит	 к	 дальнодействующему	 зарядо-
вому	взаимодействию	между	джозефсоновскими	
контактами,	легко	реализуемому	в	пилообразных	
СДК	(рис.	1,	а)	[39,	40];	наличие	топологических	до-
полнительных	условий,	связанных	с	квантованием	
джозефсоновских	 фаз	 в	 замкнутых	 сверхпрово-
дниковых	петлях	в	СДК	(рис.	1,	б)[19,	34].

Моделирование базового элемента  
квантовых фрустрированных СДК

Рассмотрим	квантовое	моделирование	базово-
го	элемента	фрустрированных	СДК,	т.	е.	замкнуто-
го	контура,	состоящего	из	трех	сверхпроводящих	
островков,	 попарно	 соединенных	 джозефсонов-
скими	 контактами	 [12].	 Базовый	 элемент	 ф-СДК	
показан	на	рис.	2.

Для	 моделирования	 фрустрации	 мы	 рас-
смотрим	 базовый	 элемент,	 состоящий	 из	 двух	
0-джозефсоновских	контактов	с	джозефсоновской	
энергией	EJ	и	одного	π-джозефсоновского	контак-
та	—	αEJ.	Параметр	α	может	принимать	значения	
в	интервале:	-1	<	α	<	1.

Классическая	 динамика	 базового	 элемента	
ф-СДК	 характеризуется	 зависящими	 от	 време-
ни	 фазами	 сверхпроводящего	 параметра	 поряд-
ка	 сверхпроводящих	 островков,	χ1(t),	χ2(t)	 и	χ3(t),		
и	 соответствующих	 джозефсоновских	 фаз:	j1(t),	
j2(t)	 и	j3(t).	 Используя	 условие	 квантования	 маг-
нитного	 потока	 в	 замкнутом	 сверхпроводящем	
контуре	(далее	данное	свойство	упоминается,	как	
первое топологическое	условие)	джозефсоновская	
фаза	третьего	джозефсоновского	контакта	записы-
вается	как	j3	=	(j1	+	j2).

Потенциальная	 энергия	 базового	 элемента	
ф-СДК	 в	 отсутствие	 внешнего	 тока	 выражается

следующим	 образом:	 	 [41].	

С	 учетом	 первого	 топологического	 условия	 и	 за-
мены	переменных

 u	=	j1	+	j2,	v	=	j1	-	j2,	 (1)

потенциальная	энергия	Ep	записывается	как

	
	 (2)

Заметим,	что	точно	такое	же	выражение	для	
потенциальной	 энергии	 было	 получено	 для	 оди-
ночного	 потокового	 кубита	 в	 присутствии	 внеш-
него	магнитного	потока	Φ	=	Φ0/2,	где	Φ0	—	квант	
потока	[12].

Рис. 2. Электрическая схема базового элемента ф-СДК. 
Показаны фазы параметра порядка сверхпроводящих 
островков, χ1, χ2 и χ3, и разности фаз джозефсоновских 
контактов: j1, j2 и j3. Энергии двух джозефсоновских 
контактов 1 и 2 (0-джозефсоновские контакты) — EJ, 
третий джозефсоновский контакт (π-джозефсоновский 
контакт, обозначен оранжевым крестом) имеет энер-
гию αEJ. В фрустрированном режиме классическое 
основное состояние двукратно вырождено. Стрелками 
обозначены спонтанные вихревые токи двух возмож-
ных направлений, соответствующие этим состояниям

Fig. 2. Electrical scheme of the basic element of f-NJJs. The 
phases of the order parameters of the superconducting 
nodes, χ1, χ2, and χ3, and the phase difference of the 
Josephson junctions, j1, j2, and j3, are shown. The 
energies of the two Josephson junctions 1 and 2 (the 
0-Josephson junctions) are EJ, and the third Josephson 
junction (the π-Josephson junction, indicated by the 
orange cross) has an energy of αEJ. In the frustrated 
regime, the classical ground state is doubly degenerate. 
The spontaneous eddy currents of two possible directions 
corresponding to these states are shown by arrows

 χ1

 χ2

 χ
αEJ, j3

EJ, j2EJ, j1
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На	рис.	3	представлены	графики	зависимости	
приведенной	потенциальной	энергии	от	перемен-
ных	v	и	u.	При	значении	параметра	α	>	αc	=	-0,5	
система	находится	в	нефрустрированном	режиме	
(рис.	3,	а),	αc-критическое	значение	параметра	фру-
страции.	 В	 этом	 режиме	 потенциальная	 энергия	
системы	показывает	одиночный	глобальный	мини-
мум	(в	пределах	одного	периода	переменных	v	и	u)	
для	v	=	0	и	u	=	0.	Если	же	-1	<	α	<	αc,	то	система	
находится	во	фрустрированном	режиме	(рис.	3,	б),	
то	есть	появляются	два	минимума	(рис.	3,	в),	раз-
деленных	 потенциальным	 барьером.	 При	 этом	
джозефсоновская	 фаза	 v	 по-прежнему	 равна	
нулю.	 Джозефсоновские	 фазы	 u±,	 соответствую-
щие	минимумам	потенциальной	энергии:	u±	=	±u0,		
	
где 	Высота	потенциального	ба-	
	
	
рьера	 	Можно	заметить,	что	при		
	
приближении	параметра	фрустрации	α	к	критиче-
скому	значению	αc,	высота	потенциального	барьера	
стремится	к	нулю.	

Кинетическая	 энергия	 базового	 элемента	
ф-СДК	зависит	от	u̇	и	v̇	как:

	
	 (3)

где	EC	=	e2/C	и	C	—	зарядовая	энергия	и	емкость	
джозефсоновского	 контакта,	 соответственно.		
При	выводе	этого	выражения	предполагалось,	что	
|α|	≈	S,	где	S	—	площадь	джозефсоновского	контакта.	

Используя	уравнения	(2)	и	(3)	можно	показать,	что	
джозефсоновская	фаза	v	совершает	малые	колеба-	
	
ния	с	плазменной	частотой	 	но	джо-	
	
зефсоновская	фаза	u	в	фрустрированном	режиме	
совершает	малые	колебания	с	частотой

	
	 (4)

При	значениях	параметра	фрустрации	α	близ-
ких	к	αc	выполняется	соотношение	ωfr	≪	ωp.	В	об-
ласти	 низких	 температур	 kBT	≪	 ħωp	 колебания	
джозефсоновской	фазы	v	возбуждаться	не	будут,	
и	в	выражении	для	кинетической	и	потенциальной	
энергий	можно	представить	v	=	0.	Таким	образом	
потенциальная	энергия	(2)	имеет	вид	одномерного	
двухъямного	потенциала	(рис.	3,	г),	а	функция	Га-
мильтона,	 зависящая	 от	 u(t)	 и	 u̇(t),	 записывается	
в	виде

	

	 (5)

Вводя	обобщенный	импульс	
	

	и	 заменяя	 обобщенный	 импульс	 pu	 оператором		
p̂u	=	-iħd/du,	найдем,	что	макроскопическая	кван-
товая	 динамика	 базового	 элемента	 ф-СДК	 опи-

Рис. 3. Зависимости потенциальной энергии Ep/EJ базового элемента ф-СДК от джозефсоновских фаз u и v для разных 
значений параметра фрустрации α: (а) α = 0,8 — нефрустрированный режим; (б) α = -0,85 — фрустрированный режим. 
Зависимость потенциальной энергии Ep/EJ от джозефсоновской фазы u для v = 0 обозначена горизонтальной черной 
линией (в). Эта зависимость представляет собой двухъямный потенциал (г), в котором минимумам потенциальной 
энергии соответствуют спонтанные вихревые токи, протекающие в противоположных направлениях в базовом элемен-
те, см. рис. 2

Fig. 3. Dependences of the potential energy Ep/EJ of the basic element of f-NJJs on the Josephson phases u and v for different 
values of the frustration parameter α: (a) α = 0.8 — nonfrustrated regime; (б) α = -0.85 — frustrated regime. The dependence 
of the potential energy Ep/EJ on the Josephson phase u for v = 0 is indicated by the horizontal black line (в). This dependence 
is a double well potential (г) with the minima of the potential energy corresponding to spontaneous eddy currents flowing in 
opposite directions in the basic element; see Fig. 2
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сывается	эффективным	уравнением	Шредингера		
ĤΨ	=	EΨ,	где	гамильтониан	Ĥ:

	
	 (6)

При	приближении	параметра	фрустрации	α	к	
αc	расстояние	между	двумя	нижними	энергетиче-
скими	уровнями	и	третьим	велико,	следовательно	
систему	 можно	 рассматривать	 как	 кубит	 (двух-
уровневую	систему)	или	эффективный	«спин»	[41].	
Так,	состоянию	«спин	вверх»|↑⟩	соответствует	джо-
зефсоновская	фаза	u-	в	левой	потенциальной	яме,	
и	вихревой	ток,	протекающий	в	контуре	по	часовой	
стрелке;	«спин	вниз»|↓⟩	—	джозефсоновской	фазе	
u	в	правой	яме,	и	вихревому	току,	протекающему	
против	часовой	стрелки	(рис.	3,	г).	Таким	образом	
для	базового	элемента	ф-СДК	можно	записать	эф-
фективный	спиновый	гамильтониан:

	
	 (7)

где	σ̂x	—	матрица	Паули;	∆	—	разность	энергий	ос-
новного	и	первого	возбужденного	состояния.	Этот	
эффективный	спиновый	гамильтониан	позволяет	
учесть	процессы,	связанные	с	макроскопическим	
туннелированием	джозефсоновской	фазы.

Значение	∆	 может	 быть	 найдено	 с	 помощью	
численного	решения	уравнения	Шредингера	с	га-
мильтонианом	(6)	или	аналитически	в	квазиклас-
сическом	 приближении	 [42],	 или	 вариационным	
методом	[42].	Так	как	в	дальнейшем	мы	будем	ис-
пользовать	вариационный	метод	для	нахождения	
эффективного	спинового	гамильтониана	в	больших	
ф-СДК	рассмотрим	вариационный	метод	подроб-
нее.	 В	 этом	 методе	 волновые	 функции	 двух	 ба-
зисных	«спиновых«	состояний	выбираются	в	виде	
функций	гармонического	осциллятора:

	
	 (8)

где	λ	—	вариационный	параметр	и	A(λ)	находится	
из	условия	нормализации	волновой	функции.	Ми-
нимизация	энергии	в	одиночном	минимуме	потен-
циальной	энергии	позволяет	найти	значение	вариа-	
	
ционного	 параметра	 	 Разность	
	
энергий	между	основным	и	первым	возбужденным	
состояниями	определяется	как:

	
	 (9)

Подставляя	 (8)	 в	 (9)	 и	 проводя	 необходимые	
вычисления	интегралов,	находим	выражение	для	
параметра	∆	в	следующем	виде:

	

	 (10)

Заметим,	что	квазиклассическое	приближение	
и	 вариационный	 метод	 вычисления	∆	 приводят	
к	 одному	 и	 тому	 же	 значению	 экспоненциально-
го	 множителя,	 но	 различным	 значениям	 пред-
экспоненты.	 Основное	 состояние	 гамильтониана	
(7)	представляет	собой	квантовую	суперпозицию	
классических	спиновых	состояний,	и	может	быть	
записано	как:	|ψ⟩	=	(|↑⟩	+	|↓	⟩)/ ,	где	состоянию	спин	
вверх	(вниз)	соответствует	джозефсоновская	фаза	
u	в	левой	(правой)	потенциальной	яме.

Квантовая динамика фрустрированных 
коротких сетей джозефсоновских контактов

Макроскопическая	 квантовая	 динамика	
ф-СДК	 определяется	 квантовой	 динамикой	 от-
дельных	базовых	элементов	ф-СДК	(см.	эффектив-
ный	спиновый	гамильтониан	(7)	и	взаимодействием	
(квантовым	 или	 классическим)	 между	 базовыми	
элементами	ф-СДК.

Рассмотрим	квантовое	моделирование	неболь-
ших	 ф-СДК	 двух	 типов:	 пилообразная	 квазиод-
номерная	 цепочка	 джозефсоновских	 контактов	 с	
дальнодействующим	 взаимодействием	 зарядов	
джозефсоновских	контактов	(см.	рис.	1,	а);	двумер-
ная	решетка	кагомэ	джозефсоновских	контактов	
с	эффективным	взаимодействием,	определяемым	
топологическими	условиями	(см.	рис.	1,	б).

Пилообразная фрустрированная цепочка джо-
зефсоновских контактов.	 Структура	 фрустриро-
ванной	 пилообразной	 цепочки	 джозефсоновских	
контактов	 [19,	 24,	 33,	 43]	 представляет	 собой	 по-
следовательность	базовых	сверхпроводящих	тре-
угольников	соединенных	общим	сверхпроводящим	
островком.	 Взаимодействие	 базовых	 элементов	 в	
таких	ф-СДК	обеспечивается	соединением	сверх-
проводящего	островка	с	землей	через	емкость	C0	
(рис.	4).

Учитывая	 зарядовую	 энергию	 сверхпро-
водящих	 островков	 мы	 нашли	 дополнитель-
ный	 вклад	 в	 кинетическую	 энергию	 системы:		
	

	 Используя	 это	 выражение		
	
был	 получен	 полный	 гамильтониан	 фрустриро-
ванной	 пилообразной	 цепочки	 джозефсоновских	
контактов,	 состоящий	 из	 N	 базовых	 элементов.	
Для	 линейной	 цепочки	 джозефсоновских	 кон-
тактов	макроскопическая	динамика	системы	как	
целой	может	быть	исключена	из	рассмотрения,	и	
следовательно	квантовая	динамика	определяется	
полностью	переменными	ui.

Общие	 свойства	 такого	 гамильтониана	 мы	
рассмотрим	 на	 примере	 фрустрированной	 пило-



160	 Известия	вузов.	Материалы	электронной	техники.	2024.	Т.	27,	№	2				ISSN	1609-3577

образной	 цепочки	 джозефсоновских	 контактов,	
состоящей	 из	 двух	 базовых	 элементов.	 Полный	
гамильтониан	для	такой	системы	имеет	вид:

	
	 (11)

где	 	и	β	=	C0/C.	Третье	слагаемое	в	
	
правой	 части	 (11)	 пропорционально	 емкости	 C0	 и	
определяет	зарядовое	взаимодействие	между	ба-
зовыми	элементами	ф-СДК.	Если	C0	=	0,	то	взаи-
модействие	 отсутствует,	 и	 полный	 гамильтониан	
может	 быть	 представлен	 в	 форме	 эффективного	
спинового	 гамильтониана	 независимых	 базовых

элементов	 ф-СДК:	 	 В	 отсутствии

взаимодействия	 между	 базовыми	 элементами	
ф-СДК	 волновая	 функция	 системы	 выражается	

как:	 	и,	 следовательно,	квантовая	

запутанность	в	системе	отсутствует.
В	присутствии	взаимодействия,	то	есть	если		

C0	≠	0,	мы	найдем	эффективный	спиновый	гамиль-
тониан	с	помощью	вариационного	метода.	Для	этого	
выберем	 пробную	 волновую	 функцию	системы	 в	
виде:

	

	 (12)

где	σ̂z	—	соответствующая	матрица	Паули,	а	ин-
декс	 i	 соответствует	 номеру	 базового	 элемента	 в	
системе.	Последнее	слагаемое	в	показателе	степени	
экспоненты	описывает	взаимодействие	двух	ячеек	
ф-СДК.	Минимизируя	энергию	системы	с	помощью	
пробной	волновой	функции	(12)	найдем	соотноше-
ние	коэффициентов	λ	и	ξ:

	
	 (13)

При	стремлении	параметра	β	к	нулю,	варьиру-
емые	параметры	λ	≃	λ0,	а	ξ	≃	0,	и,	следовательно,	
устремив	 емкость	 C0	 к	 нулю,	 система	 ожидаемо	
вернется	 к	 совокупности	 независимых	 базовых	
элементов.	Из	равенства	(13)	видно,	что	для	малых	
значений	C0	вариационный	параметр	ξ	≃	β.	С	дру-
гой	стороны,	если	параметр	β	≫	1,	то	λ	≃	ξ.

Для	 ф-СДК,	 состоящей	 из	 двух	 взаимодей-
ствующих	ячеек,	(см.	рис.	1,	а)	эффективный	спи-
новый	гамильтониан-матрица	4	×	4,	построенный	
на	 четырех	 базисных	 спиновых	 состояниях:	 |↑↑⟩,	
|↑↓⟩,	|↓↑⟩	и	|↓↓	⟩.	Оценка	матричных	элементов	Hmn	=

=	 	где	m	и	n	—	два	базисных	спи-

новых	состояний,	может	быть	проведена	для	ре-
жима	в	котором	выполнено	условие	∆	≪	ωfr,	то	есть	
режим	взаимодействующих	кубитов.	Матричный	
элемент	гамильтониана,	связанный	с	изменением	
спинового	состояния	(переворотом	спина)	только	в	
одной	ячейке,	например	H(↑↓→↓↓)	будет	равен

 H(↑↓→↓↓)	∼	 	≃	∆.	 (14)

Полученная	амплитуда	вероятности	перехода	
(↑↓→↓↓)	 имеет	 ту	 же	 экспоненциальную	 зависи-
мость,	что	и	амплитуда	вероятности	перехода	меж-
ду	базисными	состояниями	в	одной	ячейке,	(↑→↓).

При	 когерентном	 перевороте	 спинов	 в	 обеих	
ячейках	матричные	элементы	гамильтониана	зави-
сят	от	начальных	и	конечных	состояний	системы.	
Если	обе	ячейки	изначально	были	в	состояниях	с	
противоположными	спинами,	то	матричный	эле-
мент	H(↑↓→↓↑).

 H(↑↓→↓↑)	∼	 	 (15)

Если	 же	 обе	 ячейки	 изначально	 были	 в	 со-
стояниях	с	одинаковыми	спинами,	то	матричный	
элемент

 H(↑↑→↓↓)	∼	 	 (16)

Как	 видно	 из	 выражения	 (13)	 в	 системе		
с	β	 =	 C0/C	≪	 1	 будет	 выполняться	 соотношение	
параметров	λ	≫	ξ.	Следовательно,	переворот	спи-
на	в	одной	ячейке	определяет	максимальный	ма-
тричный	элемент,	H(↑↓→↓↓),	эффективного	спинового	
гамильтониана.	 Остальные	 матричные	 элементы	
можно	 учесть	 как	 возмущение.	 В	 этом	 режиме		
(β	=	C0/C	≪	1)	джозефсоновские	контакты,	относя-

Рис. 4. Пилообразная цепочка джозефсоновских контактов, 
состоящая из двух базовых элементов, соединенных 
через сверхпроводящий остров. Емкость на землю C0 
обеспечивает взаимодействие базовых элементов. 
Джозефсоновские фазы π-контактов обозначены u1,2

Fig. 4. A sawtooth chain of Josephson junctions consisting of 
two basic elements connected through a superconducting 
node. The capacitance to ground C0 provides the 
interaction of the basic elements. The Josephson phases 
of the π-junctions u1,2 are shown
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щиеся	к	разным	ячейкам,	слабо	взаимодействовать	
между	 собой,	 квантовое	 запутывание	 слабо	 вы-
ражено.	Таким	образом	вся	система	описывается	
произведением	волновых	функций	состояний	от-
дельных	ячеек,	а	в	каждой	из	ячеек	в	свою	очередь	
реализуется	суперпозиция	состояний	↑	и	↓.

В	противоположном	режиме,	при	β	=	C0/C	≫	1,		
находим,	что	λ	≃	ξ.	В	этом	случае	в	системе	будет	
реализовано	 максимальное	 квантовое	 запутыва-
ние:	 наибольшим	 по	 значению	 будет	 матричный	
элемент,	 соответствующий	 обменному	 взаимо-
действию	 (15),	 и	 состояние	 системы	 описывается	
волновой	функцией:	Ψ	=	(|↑↓⟩	+	|↓↑	⟩)/2.	Остальные	
матричные	 элементы	 экспоненциально	 малы	 по	
сравнению	с	обменным	взаимодействием	H(↑↓→↓↑).

Макроскопические	квантовые	когерентные	со-
стояния,	возникающие	в	пилообразных	фрустри-
рованных	 цепочках	 джозефсоновских	 контактов	
длины	N,	где	N	—	количество	базовых	элементов	
(треугольных	ячеек)	в	цепочке,	были	также	про-
анализированы.	 Квантовые	 состояния	 зависят	
от	 соотношения	 между	 N	 и	 характерной	 длиной		
N0	=	 	Если	N	≪	N0	(короткие	фрустриро-
ванные	пилообразные	цепочки),	то	макроскопиче-
ское	квантовое	состояние	определяется	квантовой	
суперпозицией	 в	 отдельных	 базовых	 элементах,	
и	квантовая	запутанность	в	системе	отсутствует.		
В	противоположном	случае	N	≫	N0	(длинные	фру-
стрированные	 пилообразные	 цепочки)	 квантовое	

туннелирование	в	отдельных	базовых	элементах	
сильно	подавлено,	и	преобладает	дальнодейству-
ющее	 обменное	 взаимодействие	 между	 спинами	
разных	ячеек.	Такая	система	обеспечивает	макси-
мальное	значение	квантовой	запутанности.	Таким	
образом	 детальное	 исследование	 макроскопиче-
ских	квантовых	состояний	и	их	квантовой	запутан-
ности	в	пилообразных	цепочках	джозефсоновских	
контактов	большого	размера	может	быть	перспек-
тивной	темой	дальнейших	исследований.

2D-фрустрированная решетка кагомэ джозеф-
соновских контактов. Фрустрированная	 ячейка	
кагомэ	 джозефсоновских	 контактов	 состоит	 из	
шести	базовых	элементов,	соединенных	в	узлах	та-
ким	образом,	чтобы	π-джозефсоновские	контакты	
были	расположены	вдоль	горизонтальных	прямых		
(рис.	 1,	 б	 и	 рис.	 5).	 Такая	 ф-СДК	 содержит	 вну-
тренний	 замкнутый	 сверхпроводящий	 контур	 в	
который	входят	два	π-джозефсоновских	контакта	
и	четыре	0-джозефсоновских	контакта.

Взаимодействие	между	базовыми	элементами	
в	такой	структуре	определяется	вторым тополо-
гическим условием:	в	ячейке	кагомэ	[19,	28,	33,	34]	
образуется	еще	один	замкнутый	контур	и	сумма	
джозефсоновских	 фаз	 при	 обходе	 по	 нему	 равна	
нулю.	Соответственно,	второе	топологическое	ус-
ловие	записывается	как:

	
	 (17)

где	η1,4	=	1	и	η2–3;5–6	=	1/2.
Для	 того,	 чтобы	 найти	 эффективный	 спино-

вый	гамильтониан	для	одиночной	фрустрирован-
ной	 ячейки	 кагомэ	 джозефсоновских	 контактов,	
мы	 использовали	 следующий	 метод.	 Так	 как	 все	
базовые	 элементы	 ф-СДК	 одинаковы,	 миниму-
мы	 потенциальной	 энергий	 каждого	 из	 них	 до-
стигаются	 при	 значениях	 джозефсоновской	 фаз		
ui	=	±u0.	Также	ниже	для	описания	динамики	вбли-
зи	этих	минимумов	мы	введем	матрицу	Паули	σ̂z,	и	
запишем	равновесную	статистическую	сумму	при	
температуре	T	в	виде:

	

	 (18)

Наличие	δ-функции	в	правой	части	выраже-
ния	 (18)	 позволяет	 учесть	 второе	 топологическое	
условие.	Вычисляя	интегралы	по	переменным	ui,	
мы	 нашли	 статистическую	 сумму	 эффективной	
спиновой	модели:

	

	 (19)	
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Рис. 5. Ячейка фрустрированной кагомэ решетки джозеф-
соновских контактов, состоящая из шести базовых 
элементов. Каждый элемент описывается джозеф-
соновской фазой π-контакта, ui. Взаимодействие ба-
зовых элементов обеспечивается равенством нулю 
суммы фаз джозефсоновских контактов при обходе по 
внутреннему контуру (второе топологическое ограни-
чение)

Fig. 5. A cell of the frustrated kagome lattice of Josephson 
junctions consisting of six basic elements. Each element 
is described by the Josephson phase of π-junction, ui. The 
interaction of the basic elements is ensured by the equality 
to zero of the sum of the phases of the Josephson junctions 
during the inner loop traversal (the second topological 
constraint)

u2u6

u5 u3

u4
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Учитывая,	что	статистическую	сумму	можно	
записать	как

	

	
	 (20)

где	Uint	—	энергия	попарного	взаимодействия	спи-
нов	6-и	базовых	элементов.	Учитывая	возможность	
переворота	 спина	 в	 каждом	 базовом	 элементе,	
найдем	эффективный	спиновый	гамильтониан	для	
одной	 ячейки	 фрустрированной	 решетки	 кагомэ	
джзефсоновских	контактов:

	

	 (21)

Второе	 слагаемое	 в	 правой	 части	 уравнения	
(21)	 определяет	 двухчастичные	 взаимодействия	
между	спинами	 базовых	 элементов.	Наличие	 та-
кого	взаимодействия,	обусловленного	вторым	то-
пологическим	 условием,	 приводит	 к	 интересным	
результатам:	

-	 классическому	 температурному	 фазовому	
переходу	между	парамагнитным	спиновым	состо-
янием,	реализующееся	в	режиме	kBT	≫	U0,	и	клас-
сически	вырожденными	спиновыми	состояниями	
(для	температур	∆	≪	kBT	≪	U0)	[19];	

-	 в	режиме	∆	≪	kBT	≪	U0	классическое	основ-
ное	состояние	может	быть	реализовано	в	одной	из	
14	спиновых	конфигураций	[34];

-	 учет	макроскопического	квантового	тунне-
лирования	в	базовых	элементах	приводит	к	кван-
товой	суперпозиции	12-и	классических	спиновых	
конфигураций,	 и	 следовательно	 к	 квантовой	 за-
путанности	в	системе	[19].

Заключение

В	данной	работе	представлено	квантовое	моде-
лирование	динамики	фрустрированных	сетей	джо-
зефсоновских	контактов	(ф-СДК),	и	теоретический	
анализ	квантовых	и	классических	макроскопиче-
ских	 состояний	 возникающих	 в	 двух	 типичных	
реализациях	 ф-СДК:	 квазиодномерной	 пилоо-
бразной	цепочке	джозефсоновских	контактов	(см.	
рис.	1,	а)	и	двумерной	решетке	кагомэ	(см.	рис.	1,	б).	
Фрустрация	вводится	с	помощью	периодического	
расположения	0-	и	π-джозефсоновских	контактов.	
Мы	 нашли,	 что	 такие	 ф-СДК	 показывают	 фру-
стрированный	режим,	если	параметр	фрустрации	
f	удовлетворяет	условию,	fcr	≥	f	≥	1.	Фрустрирован-
ный	режим	описывается	эффективным	гамильто-
нианом	взаимодействующих	спинов.	Спины	каж-

дого	базового	элемента	ф-СДК,	то	есть	трех	сверх-
проводящих	 островков,	 соединенных	 одним	π-	 и	
двумя	0-джозефсоновскими	контактами	(2),	соот-
ветствуют	вихревым	токам,	протекающим	в	про-
тивоположных	направлениях.	Макроскопическое	
квантовое	туннелирование	джозефсоновской	фазы	
определяет	процессы,	связанные	с	изменением	на-
правления	протекания	вихревого	тока	(«переворот	
спина«)	в	каждом	базовом	элементе.	Отметим,	что	
такое	 моделирование	 базового	 элемента	 ф-СДК	
полностью	 соответствует	 состоянию	 одиночного	
потокового	кубита,	настроенного	на	работу	в	сим-
метричной	точке	по	магнитному	полю	[12].

В	 ф-СДК	 квантовые	 состояния	 системы	
определяются	 комбинацией	 двух	 эффектов:	
индуцированные	 квантовым	 туннелированием	
перевороты	 спина	 в	 каждом	 базовом	 элементе	 и	
взаимодействием	спинов,	принадлежащим	разным	
базовым	 элементам.	 В	 квазиодномерной	 пилоо-
бразной	цепочке	джозефсоновских	контактов	мы	
рассмотрели	дальнодействующее	взаимодействие	
зарядов	 локализованных	 на	 сверхпроводящих	
островках.	Величина	взаимодействия	регулирует-
ся	емкостью	сверхпроводящих	островков,	C0.	Такое	
взаимодействие	 может	 приводить	 к	 квантовым	
коллективным	 состояниям	 с	 большой	 квантовой	
запутанностью.

Для	одиночной	ячейки	фрустрированной	ре-
шетки	 кагомэ	 джозефсоновских	 контактов	 мы	
рассмотрели	двухчастичные	взаимодействия	спи-
нов	различных	базовых	элементов,	возникающие	
из-за	 дополнительных	 топологических	 условий,	
то	 есть	 сумма	 джозефсоновских	 фаз	 при	 обходе	
по	замкнутому	контуру	внутри	СДК	должен	рав-
няться	нулю.	Такое	взаимодействие	приводит	как	
к	 уменьшению	 вырождения	 основного	 состояния	
в	 классическом	 режиме,	 так	 и	 к	 коллективным	
квантовым	состояниям,	характеризуемым	макси-
мальной	квантовой	запутанностью.

Квантовое	 моделирование,	 учет	 разнообраз-
ных	 типов	 взаимодействия,	 и	 анализ	 квантовых	
коллективных	состояний,	возникающих	в	ф-СДК,	
основанных	на	базовых	сверхпроводящих	струк-
турах	с	двумя	0-джозефсоновскими	контактами	и	
одним	π-джозефсоновским	контактом	свидетель-
ствуют	о	том,	что	фрустрированные	сети	джозеф-
соновских	 контактов	 являются	 удобной	 экспери-
ментальной	 системой	 для	 того,	 чтобы	 проводить	
квантовое	аналоговое	моделирование	различных	
сильновзаимодействующих	электронных	систем,	а	
также	для	развития	новых	типов	адиабатических	
квантовых	компьютеров.
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