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Аннотация. В работе рассматрены классическая и модифицированная (с дополнительным 
гармоническим взаимодействием между соседними внутренними массами) одномерная бес-
конечная цепочка масса-в-массе. Получены уравнения для акустической и оптической ветвей 
дисперсии, ширины запрещенной зоны и эффективной массы. Используя полученные уравнения, 
промоделированы классическая и модифицированная цепочка масса-в-массе при различных 
соотношениях масс и жесткостей пружин. Был проведен качественный анализ интересного 
частного случая ωm = ωM, на основе которого с использованием длинноволнового приближения 
получено формальное обобщение уравнений релятивистской квантовой механики.
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Abstract. Mathematical models of acoustic metamaterials based on classical and modified (with 
additional harmonic interaction between neighboring internal masses) one-dimensional infinite mass-
in-mass chain are considered. Equations are obtained for the acoustic and optical branches of the 
dispersion relation, for the band gap width, and for the effective mass. Using the derived equations, 
the classical and modified mass-in-mass chains are modeled at different ratios of masses and spring 
stiffness. A qualitative analysis of an interesting special case ωm = ωM was performed, on the basis of 
which a formal generalization of the equations of relativistic quantum mechanics was obtained using 
the long-wave approximation.
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Введение

В	 1967	 г.	 В.Г.	 Веселаго	 опубликовал	 новатор-
скую	работу	[1],	инициировавшую	стремительное	
развитие	исследований	в	области	искусственных	
композитных	 материалов	 с	 необычными	 оптиче-
скими	и	акустическими	свойствами	—	метамате-
риалов.	 Изучение	 акустических	 метаматериалов	
представляет	 интерес	 как	 с	 точки	 зрения	 фун-
даментальной	 значимости,	 так	 и	 перспективы	
практических	приложений.	Одним	из	перспектив-
ных	 использований	 таких	 материалов	 является	
возможность	 создания	 суперпоглотителя	 звука.	

Кроме	 того,	 акустические	 метаматериалы	 могут	
быть	полезны	в	акустоэлектронике	и	создания	бо-
лее	 эффективных	 звуковых	 систем	 для	 бытовой	
электроники.

На	рис.	1,	а	представлена	классическая	одно-
мерная	 бесконечная	 цепочка	 из	 масс	 m,	 соеди-
ненных	 пружинками	 с	 жесткостью	 I	 с	 периодом	
a	[2,	3]	(цепочка	из	одинаковых	масс).	Координату	
положения	равновесия	n-го	груза	обозначим	zn	=	
an,	а	его	смещение	из	положения	равновесия	—	un	
=	z	-	zn.	Силу	взаимодействия	между	соседними	
грузами	будем	считать	пропорциональной	разности	
их	смещений	с	коэффициентом	пропорционально-

Рис. 1. Одномерная бесконечная цепочка из масс m, соединенных пружинками с жесткостью I (а); то же с добавлением пру-
жинок с жесткостью K, соединяющих каждую массу m с ее неподвижным положением равновесия, обозначенным кру-
жочком с крестиком (может рассматриваться как цепочка масса-в-массе (см. рис. 4, а) в случае M >> m) (б)

Fig. 1. One-dimensional infinite chain of masses m connected by springs with stiffness I (a); the same with the addition of springs 
with stiffness K, connecting each mass m with its fixed equilibrium position, designated by a circle with a cross (can be 
considered as a mass-in-mass chain (see Fig. 4, a) in the case M >> m) (b)


